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АНОТАЦІЯ 

 

Старушенко Г. А. Асимптотичні методи та моделі в механіці композитних 

матеріалів. – Кваліфікаційна наукова праця за сукупністю статей.  

Наукова доповідь за сукупністю статей, опублікованих у журналах, 

віднесених до першого та другого квартилів (Q1 та Q2), на здобуття наукового 

ступеня доктора технічних наук за спеціальністю 05.23.17 «Будівельна механіка» 

(19 – Архітектура та будівництво). – НТУ «Дніпровська політехніка», 

Придніпровська державна академія будівництва та архітектури Міністерства 

освіти і науки України, Дніпро, 2023. 

У сучасний час композитні матеріали та конструкції знаходять широке 

застосування практично у всіх галузях техніки, і при цьому спостерігається 

тенденція випереджального темпу зростання потреб композитів та нових 

технологій їх отримання порівняно з розвитком експериментальних і 

теоретичних методів дослідження таких структур. 

Розвиток теоретичної основи для вивчення механічної поведінки 

неоднорідних середовищ базується, як правило, на використанні ідеалізованих 

геометричних моделей композитних структур, що дозволяють отримати 

аналітичні оцінки макроскопічних властивостей композитів через геометричні та 

фізичні характеристики їх фаз. Застосування ідеалізованих моделей дозволяє 

об’єднати, описати з єдиної точки зору та знайти взаємозв’язки між багатьма 

результатами, отриманими для різних задач механіки композитів, тобто створити 

теоретичну основу для обґрунтованого якісного та кількісного аналізу фізичного 

стану гетерогенних середовищ. 

Значна структурна відмінність композитних матеріалів як з точки зору їх 

фізичних властивостей, так і за геометричною структурою, найширший спектр 

практичного застосування, особливості виробничих технологій визначають 

різноманіття й складність наукових проблем механіки композитів, які вимагають 

побудови відповідних асимптотичних моделей та застосування адекватних 

методів розв’язку.  

Дослідження присвячене побудові асимптотичних моделей та розробці 
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математичних методів, що дозволяють коректно описувати композити різної 

структури та фізичні процеси, які в них відбуваються, обчислювати ефективні 

характеристики композитних матеріалів в області граничних значень їх фізичних 

та геометричних параметрів. 

У науковій роботі побудовано, математично описано та фізично 

обґрунтовано такі асимптотичні моделі: 

 трифазні моделі волокнистих композитів з круглими та квадратними 

включеннями; 

 модифіковану трифазну модель композита з циліндричними 

включеннями; 

 моделі теорії змазки; 

 модель двовимірних композитів гексагональної структури; 

 моделі двофазних волокнистих композитів для включень різної форми 

та умов контакту «включення – матриця»; 

 моделі композитів із тонким інтерфейсом на межі розділу фаз; 

 двофазні моделі композитів з круглими та квадратними включеннями 

для побудови узагальнених співвідношень формули Максвелла; 

 континуальні моделі одновимірного дискретного середовища; 

 континуальну модель з хаотичною поведінкою. 

Визначено області застосування побудованих асимптотичних моделей, 

надано асимптотичну та чисельну оцінку їх точності, проведено якісний і 

кількісний аналіз достовірності отриманих результатів. 

Для опису асимптотичних моделей використовувалися математичні 

методи: 

 теорії осереднення; 

 двохмасштабних розкладень; 

 збурення форми межі; 

 апроксимацій Паде; 

 двох- і триточкових інтерполяцій Паде; 
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 теорії змазки (асимптотики тонкого шару);  

 послідовних наближень (альтернуючий метод) Шварца; 

 асимптотичної гомогенізації; 

 асимптотично еквівалентних функцій; 

 зрощування асимптотичних розкладень; 

 перетворення Лапласа;  

 теорії функцій комплексної змінної;  

 знаходження розв’язку в рядах; 

 несиметричного пилкоподібного перетворення аргументу 

(   - перетворення); 

 чисельні методи. 

У розділі 1 розглядаються задачі визначення ефективної теплопровідності 

композитного матеріалу з періодичними циліндричними включеннями круглого 

та квадратного поперечного перерізу, розташованими квадратною сіткою. 

Визначальні математичні співвідношення отримані на основі трифазної моделі 

композиту, теорії асимптотичної гомогенізації та методу збурення форми межі 

для розв’язку задачі на елементарній комірці. Для ефективних коефіцієнтів 

теплопровідності знайдені аналітичні вирази нульового порядку апроксимації та 

першої поправки до них, що дозволяє враховувати геометрію включень, а не 

лише їх об’ємну частку. Проведено асимптотичний аналіз розв’язків; обчислення 

за ними порівняні з відомими в деяких окремих випадках результатами; оцінені 

межі застосування розроблених моделей. 

У розділі 2 досліджуються можливості узагальнення трифазної моделі 

композиту: 

 з використанням апроксимацій Паде; 

 побудовою модифікованої трифазної моделі композиту. 

Отриманий з використанням апроксимацій Паде розв’язок значно 

розширює межі застосування трифазної моделі композиту: дає якісну картину 

асимптотики та кількісні оцінки високої точності ефективного коефіцієнта 

теплопровідності для композитів з включеннями великих розмірів, близьких до 
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граничного. В абсолютному вираженні розв’язок Паде дає практично прийнятні 

результати для композитів з включеннями будь-якої провідності, включаючи 

граничний випадок абсолютної провідності, для розмірів включень до a 0,996  

включно. 

Розроблено модифіковану трифазну модель композиту, яка дозволяє 

отримати достовірні значення ефективного параметра практично у всьому 

діапазоні зміни обох параметрів композиту: геометричного – розміру включень 

0 a 1   та фізичного – провідності включень 0    , включаючи граничні 

випадки a 0, a 1   та 0,  .  

Розділ 3 присвячений застосуванню теорії змазки, на основі якої отримані 

розв’язки для щільно упакованих висококонтрастних волокнистих композитів з 

різною структурою та формою включень. Побудовано моделі композитів з 

круглими, квадратними та криволінійними ромбічними включеннями, 

досліджено асимптотичні властивості їх ефективної провідності. 

Проведено узагальнення підходу теорії змазки для композитів з 

гексагональним масивом круглих включень. Отримано асимптотичний вираз 

ефективного параметра для випадку їх ідеальної провідності. З використанням 

техніки Паде-апроксимацій для ефективного параметра абсолютно провідних 

включень визначені верхня і нижня оцінки з більш вузькою «вилкою», ніж межі 

Хашина – Штрікмана, при будь-яких значеннях розміру включень.  

Отримано розв’язок задачі про власні коливання жорстко защемленої по 

контуру прямокутної мембрани, що являє собою композитну структуру з 

періодично розташованими круглими включеннями, які становлять 

гексагональну решітку.  

Досліджено нестаціонарний теплообмін у композитній мембрані з 

круглими включеннями гексагональної структури. Використовується 

перетворення Лапласа та метод асимптотичної гомогенізації. Отримано 

осереднені співвідношення та знайдено асимптотичний розв’язок локальної 

задачі для щільно упакованих висококонтрастних композитів. Розглянуто 

випадок охолодження прямокутної композитної області за законом охолодження 
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Ньютона. 

У 4-му розділі для вивчення граничних станів композитних структур 

використовується апарат асимптотично еквівалентних функцій. 

Для композита з періодично розташованими циліндричними включеннями 

квадратного профілю шляхом зрощування асимптотичних представлень 

побудовано єдиний аналітичний вираз приведеного параметра теплопровідності. 

Отримано асимптотичні розкладення знайденого співвідношення в граничних 

випадках розмірів включень та їх провідності. 

З використанням методу негладкого перетворення аргументу для опису 

локальних та дискретно змінюваних властивостей неоднорідних структур і 

методу асимптотично еквівалентних функцій побудовано моделі й отримано 

асимптотичні представлення ефективних параметрів для волокнистих 

композитів різної структури: з включеннями великого розміру та провідності, 

розташованими квадратною сіткою; з непровідними включеннями; з 

гексагональним масивом круглих включень ідеальної провідності та 

непровідних; з тонким інтерфейсом на межі розділу фаз. 

Розділ 5 присвячений аналізу умов контакту «матриця – включення» в 

композитних структурах.  

Розглянуто моделі двофазних волокнистих композитів з точки зору 

структурних особливостей на межі розділу їх фаз. Математично описано різні 

умови контакту «матриця – включення» в композитних структурах. 

Проаналізовано асимптотичні наближення в моделях двофазних 

волокнистих композитів: поняття «матриця» і «включення»; «абсолютно 

провідні» і «непровідні» включення. Визначено поняття фізичної 

еквівалентності композитних структур та наведено співвідношення для 

ефективних параметрів фізично еквівалентних композитних структур.  

Класифіковано асимптотичні представлення ефективних параметрів 

композитів різної структури – за зміни умов контакту на межі розділу фаз 

композиту. Показано, що для представлених моделей композитів виконується 

співвідношення формули Дихне для «додаткових систем». 
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В розділі 6 розглядається задача побудови вищих наближень формули 

Максвелла. Розроблено двофазну модель композиту та на її основі проведено 

асимптотичний аналіз залежностей, отриманих альтернуючим методом Шварца. 

Знайдено аналітичні вирази, що уточнюють формулу Максвелла для композитів, 

армованих волокнами квадратного та круглого профілів. Показано, що головний 

член уточнених співвідношень співпадає з класичною формулою Максвелла. 

Узагальнені співвідношення формули Максвелла для круглих включень 

побудовано за допомогою розкладення Шварца – Паде. Розв’язок придатний для 

висококонтрастних фаз композиту з об’ємною часткою включень, дуже 

близькою до фізично можливого максимального значення. Результати 

дослідження підтверджуються порівнянням з відомими чисельними та 

асимптотичними даними інших авторів. 

Досліджуються питання асимптотичної гомогенізації вищого порядку для 

динамічних задач. Розглядаються системи з неперервними та кусково-

неперервними параметрами, дискретні системи, неперервні системи з 

дискретними елементами. Аналізуються низькочастотні та високочастотні 

коливання. Для низькочастотних коливань побудовано декілька наближень 

методом асимптотичної гомогенізації. Досліджено вплив граничних умов і 

параметрів системи. Точність отриманої апроксимації оцінюється чисельним 

моделюванням. 

У розділі 7 розглядається застосування методу несиметричного 

пилкоподібного перетворення аргументу до розв’язку задач механіки для 

періодичних структур. 

Представлені основні математичні співвідношення для пилкоподібної 

кусково-лінійної функції  x . Проілюстровано застосування методу 

  - перетворення до розв’язку періодичної задачі теорії пружності на прикладі 

задачі для двофазного шаруватого композитного масиву. 

Негладке перетворення аргументу за часом застосовано для побудови 

сімейства періодичних розв’язків слабо нелінійної системи при параметричному 

імпульсному збудженні. Перетворення усуває сингулярні члени та зводить 
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рівняння руху до стандартної слабо нелінійної крайової задачі. Для розв’язку цієї 

задачі використовуються асимптотичні розкладення, що дає можливість 

отримати аналітичний розв’язок в елементарних функціях. 

У розділі 8 досліджуються моделі неперервної апроксимації дискретних 

систем. 

Розглядаються різні континуальні моделі одновимірних дискретних 

середовищ: класична, проміжна, квазіконтинуальна та покращена 

квазіконтинуальна моделі. Проведено аналіз різних способів континуалізації в 

лінійному випадку. 

Досліджується вплив зміни симетрії на асимптотичну поведінку хвиль при 

переході від дискретних до неперервних середовищ. Пропонуються різні 

неперервні наближення для апроксимації решітки Лагранжа. Аналізуються 

апроксимації фазової та групової швидкостей. 

Показано використання апарату двохточкових апроксимацій Паде для 

побудови неперервних апроксимацій решітки Лагранжа, які добре 

апроксимують дискретну функцію Гріна й дають можливість коректно описати 

основні особливості розв’язку дискретних задач неперервними функціями. 

Проаналізовано поняття зосередженої сили в теорії пружності й  

запропоновано регуляризацію розв’язку шляхом зміни поняття зосередженої 

сили: заміни дельта-функції Дірака інтерполяційною функцією Уіттакера – 

Шеннона – Котельникова. Розглянуто аналог задачі Фламана та показано, що 

знайдений розв’язок наближається до класичного при наближенні параметра 

мікронеоднорідності до нуля.  

Вивчаються різні варіанти звичайних диференціальних рівнянь типу 

Ферхюльста та звичайних різницевих рівнянь. Процедура континуалізації 

заснована на апроксимації Паде. Наявність хаосу в неперервній системі коректно 

доведено розрахунком таких характерних параметрів хаотичних динамічних 

систем як показники Ляпунова та розмірності Ляпунова.  

У висновках коротко узагальнено отримані результати роботи, визначено 

місце асимптотичних методів та моделей серед інших напрямів досліджень 
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механіки композитів у світлі сучасного тренду застосування в будівельній 

механіці інноваційних виробничих технологій, створення новітніх композитних 

матеріалів – і, як наслідок, появи нових наукових проблем, дослідження яких 

потребує глибокого осмислення на фізичному рівні, фундаментального 

теоретичного обґрунтування та строгого математичного розв’язку. 

Ключові слова: асимптотична модель, асимптотичний метод, композит, 

теплопровідність, ефективний коефіцієнт, апроксимація Паде, інтерфейс, 

формула Максвелла, континуальна апроксимація. 

 

SUMMARY 

 

Starushenko  G. A. Asymptotic Methods and Models in the Mechanics of 

Composite Materials. – Qualifying scientific work on a set of articles. 

Scientific work on the set of articles published in journals classified in the first 

and second quartiles (Q1 and Q2) for the scientific degree of a doctor of technical 

sciences in specialty 05.23.17 “Structural mechanics”. – Dnipro University of 

Technology, Prydniprovs’ka State Academy of Civil Engineering and Architecture of 

the Ministry of Education and Science of Ukraine, Dnipro, 2023. 

Currently, composite materials and structures are widely used in almost all areas 

of technology: aircraft and rocket manufacturing, construction, instrumentation, in the 

production of household appliances, in medicine, sports, etc. Moreover, there is a 

tendency to outpace the growth rate of demand for composites and new technologies 

for their production in comparison with the development of experimental and 

theoretical methods for studying such structures.     

The development of a theoretical basis for studying the mechanical behaviour of 

inhomogeneous media is based, as a rule, on the use of idealized geometric models of 

composite structures, which yield analytical estimates of the macroscopic properties of 

composites through the geometric and physical characteristics of their constituent 

phases. The use of idealized models makes it possible to describe from a single point 

of view and find relationships between many results obtained for various problems of 
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composite mechanics. In other words, to create a theoretical basis for a reasonable 

qualitative and quantitative analysis of the physical state of heterogeneous media.    

A significant structural difference of composite materials, both in terms of their 

physical properties and geometric structure, and the widest range of their practical 

application, features of production technologies determine the diversity and 

complexity of scientific problems, arising in the mechanics of composites. The study 

of these problems requires the construction of appropriate asymptotic models and the 

application of adequate solution methods.  

The research is devoted to the construction of asymptotic models and the 

development of mathematical methods that make it possible to correctly describe 

composites of various structures and the physical processes occurring in them. In 

particular, analytical expressions are obtained for the effective characteristics of 

composite materials in the regions of limiting values of their physical and geometric 

parameters.  

The following asymptotic models are constructed, mathematically described and 

physically substantiated in the scientific work: 

 three-phase models of fibrous composites with circular and square 

inclusions; 

 improved three-phase model with cylindrical inclusions; 

 models of lubrication approach;  

 model of two dimensional composite hexagonal structures; 

 models of two-phase fibrous composites for inclusions of various shapes 

and “inclusion-matrix” contact conditions; 

 models of composites with a thin interlayer at the phase boundary;  

 two-phase models of composites with circle and square inclusions for 

constructing generalizing relations of the Maxwell formula; 

 continuum models of a 1D discrete medium; 

 continuum model with chaotic behaviour.  

The areas of applicability of the obtained asymptotic models are determined, 

asymptotic and numeric estimates of their accuracy are given, and a qualitative and 
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quantitative analysis of the reliability of the results is carried out. 

The mathematical methods to describe of asymptotic models are used:  

 homogenization theory; 

 two-scale method;  

 boundary shape perturbation method; 

 Padé approximants method; 

 two- and three-point Padé interpolation method; 

 lubrication approach (asymptotics of thin layer); 

 alternating Schwarz method;  

 asymptotic homogenization method; 

 asymptotically equivalent functions method; 

 matching asymptotic expansions method; 

 Laplace transform; 

 theory of functions of a complex variable; 

 series solution method; 

 non-symmetrical saw-tooth argument transformation method 

(    - transformation);  

 numerical method. 

In Chapter 1, the problems of determining the effective thermal conductivity of 

a composite material with periodic cylindrical inclusions of a circular and square cross-

section arranged in a square grid are analysed. Defining mathematical relationships are 

derived based on a three-phase composite model, asymptotic homogenization 

technique and application of the boundary shape perturbation method to solve the 

derived unit cell problems. The analytical expressions for the effective coefficients of 

thermal conductivity are obtained in the zero-order approximation and the corrections 

to this expression are derived in the first-order approximation. This correction allows 

taking into account the geometry of inclusions, not just its volume fraction. The 

obtained solutions are analysed and compared with known results in some particular 

cases, and the limits of its applicability are evaluated. 
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Chapter 2 discusses the possibilities of generalizing the three-phase model: 

 based on the using Padé approximants;  

 construction of an improved three-phase composite model.   

The obtained solution with Padé approximants fundamentally expands the 

applicability limits of the three-phase composite model solution: provide a qualitative 

picture of the asymptotic behaviour as well as the quantitative estimates of high 

accuracy of the effective coefficient of thermal conductivity for composites with the 

inclusion of large size approaching a limiting value. In absolute terms, the derived 

solution with Padé provide practically acceptable results for the effective coefficient of 

thermal conductivity of composites with inclusions of any conductivity, including the 

absolutely conducting, and with the size of inclusions up to a 0,996  inclusive. 

A modified three-phase composite model yielding correct effective parameter of 

composite structure has been proposed. A modified three-phase composite model gives 

practically reliable results in the whole area of both composite parameters: geometric 

parameter regarding the size of inclusions 0 a 1   and physical parameter regarding 

the inclusion conductivity 0    , including the limiting cases a 0, a 1   and 

0,  .  

Chapter 3 is devoted to the application of the lubrication approach, based on 

which solutions for densely packed, high-contrast fibre composites with different 

structure and shape of inclusions are obtained. Models of composites with circular, 

square and curvilinear rhombic inclusions are constructed, asymptotic effective 

conductivity properties of composites are investigated.  

The effective heat conductivity of a composite with hexagonal lattice of perfectly 

conducting circular inclusions is analysed. Application of Padé approximants yielded 

the effective heat conductivity parameter for large, close to the limit possible size 

inclusions. An important feature of the proposed solution is the fact that it correctly 

describes the asymptotics of the effective conductivity at   and a 1 . Solutions 

based on the lubrication approach and Padé approximants give the upper and lower 

bounds for the asymptotics of the effective parameter in the case of absolutely 

conducting inclusions, and the distance between upper and lower bounds is small for 
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any values of the size of the inclusions. 

The solution of the problem of natural vibrations of a rectangular membrane 

rigidly clamped along the contour, which is a composite structure with periodically 

arranged in a hexagonal lattice of circular inclusions, is obtained.  

Unsteady heat conduction in fibre composite materials is studied. Laplace 

transform and asymptotic homogenization method are used. A closed-form expression 

for effective heat conductivity is reported. The case of cooling a rectangular composite 

domain on Newton’s law of cooling is investigated. 

In the 4th Chapter, to study the limit states of composite structures, the apparatus 

of asymptotically equivalent functions is used.  

Composite material with periodically distributed cylindrical inclusions of square 

cross-section is investigated, and analytical interpolation formula of asymptotic 

expansions for the effective thermal conductivity is obtained. Asymptotic expansions 

of the resulting relation in the limiting cases of size of inclusions and their thermal 

conductivity are received.  

Employing the non-smooth argument substitution for description of local and 

discretely varying properties of the inhomogeneous structures and using the method of 

asymptotically equivalent functions, models are constructed, and asymptotic 

representations are obtained for fibrous composites of various structures: with 

inclusions of large size and conductivity, located in a square lattice; with non-

conducting inclusions; with a hexagonal array of circular inclusions; with thin interface 

at boundaries between different phases. 

Chapter 5 is devoted to the analysis of the “matrix – inclusion” contact 

conditions in composite structures.  

Models of two-phase fiber composites are considered from the point of view of 

structural features at the interface between their phases. Mathematically different 

conditions of “matrix – inclusion” contact in composite structures are described.  

Asymptotic approximations in models of two-phase fiber composites are 

analysed: the concepts of “matrix” and “inclusion”; “absolutely conductive” and “non-

conductive” inclusions. The concepts of physical equivalence of composite structures 
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are defined and relations for the effective parameters of physically equivalent 

composite structures are given.  

The asymptotic expressions of the effective parameters of composites of 

different structures are classified – when the contact conditions at the interface of the 

composite phases change. It is shown that for the presented models of composites, the 

relation of the Dykhne formula for “additional systems” is satisfied. 

Chapter 6 considers the problem of constructing higher approximations of the 

Maxwell formula.  

A two-phase model of the composite was developed and, on its basis, an 

asymptotic analysis of the dependences obtained by the alternative Schwartz method 

was carried out. 

Analytical expressions are obtained that refine the Maxwell formula for 

composite materials reinforced with fibres of square and round cross-section. It is 

shown that the principal term of the refined formula coincides with the classical 

Maxwell formula.  

Generalizing relations for the Maxwell formula in the case of circular inclusions 

are constructed using the Schwarz – Padé expansion. The solution can be used even for 

a volume fraction of inclusions very near the physically possible maximum value, as 

well as for high-contrast composite phases. The results of the investigation are 

confirmed by comparison with known numerical and asymptotic data of other authors. 

Questions of higher order asymptotic homogenization for dynamic problems are 

investigated. Systems with continuous and piecewise continuous parameters, discrete 

systems, and also continuous systems with discrete elements are considered. Low-

frequency and high-frequency vibrations are analysed. For low-frequency vibrations, 

several approximations of the asymptotic homogenization method are constructed. The 

influence of the boundary conditions and the system parameters is investigated. The 

accuracy of the resulting approximation is assessed in numerical simulations. 

Chapter 7 considers the application of the technique of non-symmetrical saw-

tooth argument transformation method to solving the problems of periodic structure 

mechanics. 
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The main mathematical relations for saw-tooth piecewise-linear function are 

presented. Application of the technique  -transformation to the solution of the periodic 

problem of the theory of elasticity is illustrated on the example of two-phase layered 

composite massif problem.  

The non-smooth temporal transformation has been applied to construct a family 

of periodic solutions of a weakly non-linear system under the parametric impulsive 

excitation. The transformation eliminates singular terms and reduces the equation of 

motion to a standard weakly non-linear boundary value problem. To solve this 

problem, asymptotic expansions were applied. As a result, explicit form analytical 

solutions in terms of elementary functions. 

Section 8 examines models of continuous approximation of discrete systems.  

The various continuum models of a 1D discrete media are considered: classical, 

intermediate, quasi-continuum, and improved quasi-continuum models. The analysis 

of various receptions of continualization in a linear case is carried out. 

The impact of symmetry change of asymptotic wave behaviour during the 

transition from discrete to continuous media is analysed. Various continuous 

approximations are proposed to approximate the Lagrange lattice. The approximations 

of phase and group velocities are analysed. 

The problem of approximating the Green’s function of the Lagrange chain by 

continuous analogs is considered. It is shown that the use of continuous equations based 

on the two-point Padé approximants gives good results.  

The problem of singularities arising in the classical theory of elasticity with 

affecting concentrated loadings is analysed. To overcome this problem, instead of a 

transition to the gradient theory of elasticity, it is proposed to change the concept of 

concentrated effort. Namely, the Dirac delta function is replaced by the Whittaker – 

Shannon – Kotel’nikov interpolating function. An analog of the Flamant problem is 

considered as an example. The found solution does not contain singularities and tends 

to the classical one when the microheterogeneity parameter approaches zero.  

Various variants of Verhulst-like ordinary differential equations and ordinary 

difference equations are studied. Continualization procedure is based on Padé 

approximants. The presence of chaos in a continuous system is proven correctly by 
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calculation of such characteristic parameters of chaotic dynamical systems as the 

Lyapunov exponents and the Lyapunov dimensions.  

In the conclusions, the obtained results are briefly summarized, the place of 

asymptotic methods and models is determined among the other directions of research 

in the mechanics of composites in the light of the modern trend of applying innovative 

production technologies in construction mechanics and the creation of the latest 

composite materials. In addition, as a result, new scientific problems appear, the study 

of which requires a deep understanding at the physical level, a fundamental theoretical 

justification and a rigorous mathematical solution. 

Key words: asymptotic model, asymptotic method, composite, thermal 

conductivity, effective coefficient, Padé approximation, interface, Maxwell formula, 

continuous approximation. 
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ВСТУП 

 

Сутність науково-прикладної проблеми, що розглядається в 

дисертаційній роботі, полягає в побудові асимптотичних моделей і розробці 

математичних методів, що дозволяють коректно описувати композити різної 

структури та фізичні процеси, що відбуваються в них, обчислювати ефективні 

характеристики композитних матеріалів в області граничних значень їх фізичних 

і геометричних параметрів, будувати моделі континуальної апроксимації 

дискретних систем для обґрунтованого представлення особливостей розв’язку 

дискретних задач неперервними функціями.  

Обґрунтування вибору теми дослідження. Механіка композитних 

матеріалів є галуззю знань, що швидко розвивається у всіх аспектах – чи то 

теоретичні дослідження, експериментальні досліди або практичні прикладення. 

Це зумовлено сучасними вимогами науково-технічного прогресу: 

використанням у всіх галузях техніки складних складових конструкцій, які 

повинні поєднувати легкість із високою міцністю, застосуванням інноваційних 

виробничих технологій, створенням нових композитних матеріалів. 

У виробництві використовуються різні за властивостями композитні 

матеріали, що приймають у виробах різноманітну форму. Однак спочатку 

матеріал мало коли має поєднання властивостей, що точно відповідають вимогам 

конкретного застосування. Тому з погляду конструкційної доцільності 

обґрунтованим є застосування композитних матеріалів, найважливішим 

достоїнством яких є можливість створення з них конструкцій із заздалегідь 

заданими властивостями, що якнайповніше відповідали б характеру та умовам 

експлуатації. 

Різноманітність складових композитних матеріалів – волокон та 

матричного заповнювача, а також схем армування, технологічних процесів 

створення композиту – дозволяють цілеспрямовано регулювати фізичні 

характеристики матеріалу: міцність, жорсткість, стійкість, рівень робочих 

температур тощо шляхом варіювання його складу, зміни співвідношення 
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компонентів та макроструктури. 

Саме цими факторами обумовлено в сучасний час повсюдне застосування 

композитних матеріалів і конструкцій практично у всіх галузях техніки: авіа- і 

ракетобудуванні, будівництві, приладобудуванні, при виробництві товарів 

побутової техніки, медичного обладнання, спортивної промисловості тощо.  

Особливу роль відіграють композитні матеріали у будівельній індустрії: 

 використання композитів забезпечує важливі для будівельних 

конструкцій переваги: міцність, довговічність та корозійну стійкість. Це робить 

композити незамінними при будівництві мостів, морських споруд, залізничних 

платформ, інженерних опор, систем водопостачання та багато іншого; 

 композиційні матеріали використовують для армування бетону. 

Створені на основі армувальних наповнювачів зі скловолокна, композитні 

матеріали застосовують при виготовленні несущих конструкцій, тим самим 

забезпечуючи їм необхідний запас міцності. Використання епоксидного 

сполучного дозволяє досягти високих механічних характеристик конструкцій; 

 куполи та дахи на основі композиційних матеріалів міцніші за 

традиційні та забезпечують економію ваги до 85%. Досвід їх виготовлення 

показує, що використання композитних матеріалів призводить до здешевлення 

будівництва та збільшення його швидкості, простоти виготовлення та монтажу 

виробів: підйом та встановлення композитних куполів набагато простіше, ніж зі 

стандартних металевих конструкцій, а зручність та можливості ремонту значно 

вищі. Крім того, конструкції з композитів не схильні до корозії й більш стійкі до 

впливу зовнішнього середовища; 

 важливою перевагою композитних матеріалів у порівнянні з 

класичними рішеннями є можливість виготовлення нових дизайнерських 

конструкцій, які при виробництві з металу і бетону будуть надто важкими та 

невиправдано дорогими. Композит добре піддається фарбуванню і за видовими 

параметрами нічим не поступається конструкціям з металу; 

 полімерні композити виготовляються різними способами: литтям під 

тиском або вільним литтям, пресуванням, екструзією, з використанням 
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намотувальних технологій, на основі препрегів і т. і. Але в усіх випадках 

характерним для полімерів є те, що виріб і матеріал виходять в єдиному процесі. 

Тому завдання, що виникають при розробці технології виготовлення полімерних 

матеріалів, безпосередньо пов’язані із задачами розрахунку характеристик 

міцності самих композитів і виготовлених з них конструкцій. 

Таким чином, значна структурна відмінність композитних матеріалів як із 

точки зору їх фізичних властивостей, так і за геометричною структурою, 

найширший спектр їх практичного застосування, особливості виробничих 

технологій визначають різноманіття та складність наукових проблем, що 

виникають у будівельній механіці та механіці композитів, дослідження яких є 

актуальною науковою проблемою, що потребує глибокого осмислення на 

фізичному рівні, фундаментального теоретичного обґрунтування та строгого 

математичного розв’язання. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами, грантами:  

1) Дисертаційне дослідження виконувалося згідно з чинним 

законодавством України в галузі архітектури та містобудування, нормативною 

базою будівництва, стратегією регіонального розвитку України, що 

забезпечують державну підтримку наукових досліджень і впровадження 

фундаментальних наукових знань у галузі містобудування, архітектури й 

будівництва (Закон України № 687-XIV у редакції від 31 березня 2023 р. «Про 

архітектурну діяльність») та визначають фундаментальні наукові дослідження з 

найбільш важливих проблем розвитку науково-технічного потенціалу для 

забезпечення конкурентоспроможності України як пріоритетні напрями 

розвитку науки і техніки (Закон України № 2623-III у редакції від 13 січня 2024 р. 

«Про пріоритетні напрями розвитку науки і техніки»).  

Зокрема, йдеться про дослідження в галузі створення нових матеріалів з 

покращеними теплопровідними, електропровідними, оптичними, магнітними та 

іншими функціональними характеристиками для різних видів новітньої техніки, 

створення нових матеріалів та композитів на їх основі, включаючи композити з 

двовимірними структурами, для потреб сучасної нано- і мікроелектроніки, 



27 

електротехніки, альтернативної енергетики й енергозбереження, транспорту. 

Надважливим завданням у сучасних реаліях є створення нових композиційних 

матеріалів для літальних апаратів і лопатей вертольотів, для авіаційних двигунів 

– на основі надтвердих матеріалів, зміцнених жароміцними сплавами, 

розроблення надлегких алюмоматричних композитів для військових потреб, 

композитних матеріалів для використання в екстремальних умовах (Постанова 

Кабінету Міністрів України № 980 у редакції від 22 грудня 2023 р. «Деякі 

питання визначення середньострокових пріоритетних напрямів інноваційної 

діяльності галузевого рівня на 2023 рік»). 

2) Проект Національного Наукового Центру Польщі. Research grant 

OPUS 14 N. 2017/27/B/ST8/01330, Lodz University of Technology, Department of 

Automation, Biomechanics and Mechatronics; співвиконавець.   

3) Грант Фонду Саймонса (США). Award ID: 1160642, Project Title: 

“Simons Foundation Support to Researchers in Ukraine”, Program: “Presidential 

Discretionary-Ukraine Support Grants”; головний дослідник. 

Мета дослідження. Мета роботи полягає в побудові, математичному описі 

та фізичному обґрунтуванні асимптотичних моделей композитів різної 

структури, розвитку аналітичних методів для їх фундаментального теоретичного 

представлення та оцінки меж застосування теорій, на підставі яких вони 

розроблені. 

Завдання дослідження: 

1) Провести узагальнення трифазної моделі композиту з урахуванням 

форми включення. 

2) Отримати асимптотичні наближення трифазної моделі композиту, що 

розширюють область її застосування. 

3) Знайти асимптотичні розв’язки для високопровідних щільно 

упакованих композитів на основі теорії змазки. 

4) З використанням апарату асимптотично еквівалентних функцій 

провести дослідження граничних станів композитних структур. 

5) Провести аналіз умов контакту «матриця – включення» в 

композитних структурах. 
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6) Побудувати вищі наближення формули Максвелла. 

7) Обґрунтувати застосування техніки негладкого пилкоподібного 

перетворення аргументу до розв’язку задач механіки періодичної структури. 

8) Дослідити моделі континуальної апроксимації дискретних систем. 

Об’єкт дослідження – процес аналітичних досліджень у сфері механіки 

композитів щодо строгого математичного обґрунтування асимптотичних 

методів дослідження макроскопічних властивостей гетерогенних середовищ та 

побудови розрахункових моделей для композитних матеріалів різної структури. 

Предмет дослідження – асимптотичні методи та моделі в механіці 

композитних матеріалів. 

Методи дослідження: 

 для узагальнення трифазної моделі композиту з урахуванням форми 

включення використовувався метод збурення форми межі у поєднанні з теорією 

осереднення та технікою двохмасштабних розкладень; метод збурення форми 

межі застосовувався також для апроксимації квадратного контуру включення 

при розробці двофазної моделі композиту; 

 у рамках методу асимптотичної гомогенізації здійснювалась побудова 

наближень вищих порядків при дослідженні власних коливань мембрани з 

гексагональним масивом круглих включень; 

 з використанням перетворення Лапласа та методу осереднення було 

досліджено нестаціонарну теплопровідність у волокнистих композитних 

матеріалах гексагональної структури; 

 апарат апроксимацій Паде використовувався для розширення області 

застосування трифазної моделі композиту з круглими включеннями, при 

побудові двосторонніх оцінок асимптотики ефективного параметра для 

композита гексагональної структури, дослідженні моделей континуальної 

апроксимації 1D лінійних хвильових процесів, апроксимації функції Гріна 

решітки Лагранжа неперервними аналогами, при побудові континуальної моделі 

рівняння Ферхюльста з хаотичною поведінкою;  

 методи двох- і триточкових інтерполяцій Паде та зрощування Паде-
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апроксимацій використовувалися при побудові уточнювальних співвідношень 

формули Максвелла; 

 наближення теорії змазки (асимптотики тонкого шару) 

застосовувалися при розв’язку локальних задач для волокнистих композитів з 

різною структурою та формою включень; 

 математичний опис модифікованої трифазної моделі композиту 

виконувався за допомогою методу теорії змазки в поєднанні з аналітичним 

алгоритмом трифазної моделі; 

 метод зрощування асимптотичних розкладень використовувався для 

визначення ефективного коефіцієнта теплопровідності композитного масиву з 

циліндричними включеннями квадратного профілю; 

 апарат асимптотично еквівалентних функцій застосовувався у 

дослідженні граничних станів композитних структур із квадратними та 

гексагональними решітками включень; 

 аналіз умов контакту «матриця – включення» у композитних 

структурах за наявності тонкого прошарку на межі розділу фаз проводився за 

допомогою методу асимптотично еквівалентних функцій, визначених у термінах 

 -перетворення; 

 метод послідовних наближень (альтернуючий метод) Шварца 

використовувався при уточненні формули Максвелла на основі двофазної моделі 

композиту; 

 при побудові вищих наближень формули Максвелла для композитів з 

круглими та квадратними включеннями застосовувався спосіб знаходження 

розв’язку в рядах; 

 техніка негладкого пилкоподібного перетворення аргументу 

застосовувалася до розв’язку періодичних задач теорії пружності для шаруватих 

композитів та у дослідженні нелінійного осцилятора при параметричному 

імпульсному збудженні; 

 при дослідженні нестаціонарного теплообміну в композитній 

мембрані застосовувався математичний апарат перетворення Лапласу та метод 
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асимптотичної гомогенізації; 

 апарат теорії функцій комплексної змінної використовувався при 

аналізі поняття зосередженої сили в теорії пружності;  

 чисельні методи використовувалися при аналізі результатів 

моделювання поширення хвиль у неперервному середовищі та дослідженні 

хаосу у неперервній моделі логістичного рівняння. Зокрема, чисельне 

інтегрування для розв’язку задачі Коші виконувалося методом Адамса – 

Башфорта – Моултона (метод предиктора-коректора). 

Наукова новизна одержаних результатів: 

1) Вперше на основі теорії осереднення, трифазної моделі композиту та 

методу збурення форми межі отримано визначальні співвідношення для 

ефективної теплопровідності композитного матеріалу, армованого волокнами 

круглого профілю, з урахуванням форми включень [1]. Відмінність одержаних 

результатів від відомих раніше полягає в тому, що знайдено розв’язок, який 

дозволяє враховувати геометрію включень, а не лише їх концентрацію. 

Побудовано єдиний аналітичний вираз ефективної провідності у всьому 

діапазоні доперколяційних значень розміру включень до порога протікання. 

2) Вперше з використанням методу збурення форми межі проведено 

узагальнення трифазної моделі для композитів із квадратними циліндричними 

включеннями [2]. Відмінність одержаних результатів від відомих раніше полягає 

в тому, що отриманий вираз приведеного параметра теплопровідності ураховує 

форму включень і коректно працює в усьому діапазоні зміни геометричного 

розміру включень та їх фізичної характеристики, включаючи граничні випадки. 

3) Дістали подальший розвиток методи дослідження ефективної 

теплопровідності композитного матеріалу з циліндричними включеннями 

квадратного профілю на основі теорії змазки [3]. Відмінність одержаних 

результатів від відомих раніше полягає в тому, що знайдено розв’язок задачі й 

отримано асимптотичне співвідношення, що характеризує стан ефективного 

гомогенного середовища у випадку щільно упакованих висококонтрастних 

композитів. 
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4) Вперше обґрунтовано доцільність використання апарату 

апроксимацій Паде щодо розширення області застосування трифазної моделі для 

волокнистого композиту з круглими включеннями [4]. Відмінність одержаних 

результатів від відомих раніше полягає в знаходженні розв’язку, який дозволяє 

не тільки принципово розширити кількісні межі застосування трифазної моделі, 

а й якісно описати фізичний процес, що відбувається в композиті при великих 

розмірах включень гранично великої провідності – перколяційний перехід та 

утворення нескінченного кластеру. 

5) Вперше побудовано модифіковану трифазну модель композиту [5]. 

Відмінність одержаних результатів від відомих раніше полягає в тому, що 

проведеним асимптотичним і чисельним аналізом доведено адекватність моделі 

при всіх значеннях фізико-геометричних характеристик композита, включаючи 

асимптотичні співвідношення в граничних випадках. 

6) Вперше на основі техніки Паде-апроксимацій для асимптотичного 

виразу ефективного параметра композита гексагональної структури визначені 

двосторонні оцінки з більш вузькою «вилкою», ніж межі Хашина – Штрікмана, 

при будь-яких значеннях розміру включень [6]. Відмінність одержаних 

результатів від відомих раніше полягає в узагальненні підходу теорії змазки для 

включень середніх розмірів та отриманні двосторонніх оцінок ефективного 

параметра з використанням апарату апроксимацій Паде. 

7) Вперше досліджено власні коливання мембрани з гексагональним 

масивом круглих включень на основі аналітичних співвідношень теорії 

осереднення [7]. Відмінність одержаних результатів від відомих раніше полягає 

в тому, що в загальному вигляді представлені аналітичні вирази власних функцій 

і частот коливань та перших поправок до них; показано, за яких умов буде 

отримано ненульову першу поправку власної частоти. 

8) Дістало подальший розвиток дослідження нестаціонарного 

теплообміну в композитній мембрані гексагональної структури з круглими 

включеннями [8]. Відмінність одержаних результатів від відомих раніше полягає 

у використанні перетворення Лапласа та методу асимптотичної гомогенізації для 

знаходження визначальних аналітичних співвідношень та визначенні виразу 
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ефективної теплопровідності у замкнутій формі. 

9) Вперше запропоновано застосування методу пилкоподібного 

перетворення аргументу у поєднанні з методом асимптотично еквівалентних 

функцій для математичного опису моделей композитів з тонким інтерфейсом на 

межі розділу фаз; побудовано асимптотичні моделі для щільно упакованих 

ідеально провідних та непровідних композитів із квадратною сіткою круглих 

включень за різних умов контакту фаз [9]. Відмінність одержаних результатів від 

відомих раніше полягає в розробці й обґрунтовані математичного апарату на 

основі   - перетворення аргументу і методу асимптотично еквівалентних функцій 

для аналізу умов контакту «матриця – включення» в композитних структурах.  

10) Вперше проаналізовано поняття фізичної еквівалентності 

композитних структур; проведено класифікацію та знайдено відповідні 

асимптотичні вирази ефективних параметрів композитів різної структури за 

умовами контакту «матриця – включення»: по матеріалу матриці; по матеріалу 

включень; при наявності тонкого прошарку на межі розділу фаз; за методом 

несиметричного пилкоподібного перетворення аргументу в поєднанні з 

математичним апаратом асимптотично еквівалентних функцій і теорією змазки 

побудовано асимптотичні моделі для композитів із квадратною сіткою 

криволінійних ромбічних включень і гексагональним масивом круглих 

включень, включаючи випадок інтерфейсу на межі розділу фаз [10]. Відмінність 

одержаних результатів від відомих раніше полягає в тому, що використання 

математичного апарату негладкого перетворення аргументу та асимптотично 

еквівалентних функцій дало можливість врахувати локальні ефекти на межі 

розділу фаз композиту, які неможливо описати безпосередньо в рамках теорії 

осереднення, що з фізичної точки зору дозволило значно розширити клас 

аналізованих структур композитів за єдиним запропонованим підходом.  

11) Вперше шляхом зрощування асимптотичних співвідношень одержано 

аналітичний вираз для ефективної теплопровідності композиту з циліндричними 

включеннями, квадратними в перерізі [11]. Відмінність одержаних результатів 

від відомих раніше полягає в тому, що шляхом поетапного зрощування 

асимптотичних співвідношень за розміром і провідністю включень побудовано 
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єдиний аналітичний вираз приведеного коефіцієнта та визначено і візуально 

проілюстровано області зміни параметрів композиту, в яких його значення 

значуще визначається відповідними асимптотичними розв’язками. 

12) Вперше запропоновано двофазну модель композиту та проведено 

асимптотичний аналіз формули Максвелла на її основі [12]. Відмінність 

одержаних результатів від відомих раніше полягає в побудові двофазної моделі 

композиту для апроксимації квадратного контуру включення, визначенні 

сутності такої ідеалізації й послідовного уточнення форми включення за 

методом збурення форми межі при асимптотичному аналізі формули Максвелла. 

13) Вперше з використанням альтернуючого методу Шварца побудовані 

вищі наближення формули Максвелла для композитів, армованих волокнами 

круглого профілю [13]. Відмінність одержаних результатів від відомих раніше 

полягає в доведенні, що головна частина асимптотичного розкладення 

ефективного параметра при малих розмірах включень співпадає з формулою 

Максвелла, і визначенні порядку  її першої ненульової поправки. 

14) Вперше із застосуванням математичного апарату апроксимацій Паде 

уточнено формулу Максвелла для волокнистих композитів із круглими 

включеннями [14]. Відмінність одержаних результатів від відомих раніше 

полягає в розробці й доведенні ефективності методу перебудови ітераційного 

розв’язку, за яким визначаються «пряма» і «зворотна» складові – Паде-

апроксимації за розміром включення, що надалі зрощуються в триточкову 

апроксимацію Паде за провідністю включень. 

15) Дістало подальший розвиток дослідження асимптотичного 

осереднення вищого порядку для динамічних задач [15]. Відмінність одержаних 

результатів від відомих раніше полягає в побудові наближень вищого порядку 

для неоднорідної системи з неперервними параметрами, системи з періодично 

сконцентрованими дискретними елементами і 1D кусково-неперервної системи. 

16) Вперше застосована техніка косокутного  -перетворення аргументу 

до розв’язку періодичних задач теорії пружності для шаруватих композитів; 

встановлено умови самоурівноваженості масових сил на періоді; визначено 

умову виключення з періодичного розв’язку середньої складової; знайдені 
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асимптотичні співвідношення в граничних випадках жорсткісних та 

геометричних характеристик фаз композиту [16]. Відмінність одержаних 

результатів від відомих раніше полягає в розробці математичного апарату для 

розв’язку періодичних задач теорії пружності для шаруватих композитів на 

основі техніки негладкого косокутного пилкоподібного перетворення аргументу. 

17) Вперше використано  -перетворення за часом для дослідження 

нелінійного осцилятора при параметричному імпульсному збудженні [17]. 

Відмінність одержаних результатів від відомих раніше полягає у застосуванні 

  - перетворення часової змінної та розробці процедури зведення розв’язку 

вихідного рівняння до розв’язку в області комірки крайової задачі, що не містить 

сингулярних функцій.   

18) Отримало подальший розвиток чисельне дослідження моделей 

континуальної апроксимації 1D лінійних хвильових процесів [18]. Відмінність 

одержаних результатів від відомих раніше полягає в проведенні чисельного 

дослідження моделей континуальної апроксимації 1D лінійних хвильових 

процесів: класичної континуальної апроксимації, проміжної континуальної 

моделі, квазіконтинуальної апроксимації й уточненої квазіконтинуальної моделі.  

19) Дістало подальший розвиток дослідження асимптотичного характеру 

хвиль при переході від дискретного до неперервного середовища; проведено 

аналіз різних неперервних наближень для дискретної моделі – решітки Лагранжа 

[19]. Відмінність одержаних результатів від відомих раніше полягає в доведенні 

близької відповідності розв’язку, що описує хвильовий рух дискретної решітки, 

та розв’язку за неперервною моделлю, побудованою з використанням 

апроксимацій Паде. 

20) Дістало подальший розвиток використання апарату двохточкових 

апроксимацій Паде для побудови функції Гріна решітки Лагранжа й коректного 

опису основних особливостей розв’язку дискретних задач неперервними 

функціями [20]. Відмінність одержаних результатів від відомих раніше полягає 

в тому, що показано значне покращення неперервної апроксимації функції Гріна, 

побудованої з використанням апарату двохточкових апроксимацій Паде, 

порівняно з класичним неперервним наближенням, яке дає задовільні результати 
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лише для низьких частот. 

21) Вперше доведено наявність хаосу в континуальній моделі рівняння 

Ферхюльста, побудованій з використанням апроксимації Паде; наявність хаосу в 

системі підтверджено побудовою фазової траєкторії, перетину Пуанкаре та 

траєкторій у тривимірному просторі, розрахунком показників Ляпунова і 

розмірностей Ляпунова [21]. Відмінність одержаних результатів від відомих 

раніше полягає в тому, що розроблено процедуру континуалізації дискретного 

логістичного рівняння з хаотичним поведінкою шляхом перетворення 

диференціального оператора на діагональну апроксимацію Паде.  

Теоретичне значення роботи: 

1) Проведене дослідження охоплює широкий клас композитів різної 

структури, з різними фізичними та геометричними характеристиками включень, 

для яких з використанням строгого математичного апарату отримано опис та 

наведено обґрунтування зв’язку ефективних властивостей з характеристиками 

компонентів, виконано аналіз особливостей поведінки композитів, зумовлених 

їхньою гетерогенністю. 

2) Побудовані, у строгій математичній постановці описані та фізично 

обґрунтовані асимптотичні моделі композитних структур різної природи: 

 трифазні моделі волокнистого композиту з круглими та квадратними 

включеннями; 

 модифікована трифазна модель композиту з циліндричними 

включеннями; 

 моделі теорії змазки; 

 модель двовимірних композитів гексагональної структури; 

 моделі двофазних волокнистих композитів для включень різних форм 

та умов контакту «матриця – включення»; 

 моделі двофазних волокнистих композитів з тонким інтерфейсом на 

межі розділу фаз; 

 двофазні моделі композитів з круглими та квадратними включеннями 

для побудови узагальнених співвідношень формули Максвелла; 
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 моделі континуальної апроксимації одновимірних дискретних систем; 

 континуальна модель з хаотичною поведінкою.  

3) Побудовані асимптотичні моделі коректно працюють в області 

граничних значень фізичних і геометричних характеристик композиту, тобто 

саме в тих областях, де при використанні чисельних методів виникають 

труднощі обчислювального характеру. 

4) У строгій математичній постановці розглянуто методи дослідження 

макроскопічних властивостей композитних матеріалів, запропоновано 

ефективні аналітичні алгоритми дослідження композитів, армованих 

дискретними волокнами. 

5) Побудовано математичні співвідношення, що описують приведені 

параметри композитів залежно від геометричної структури армувальних волокон 

та їх фізичних характеристик. 

6) Узагальнені, математично обґрунтовані аналітичні співвідношення, 

отримані для волокнистих композитів, дозволяють при варіюванні їх фізико-

геометричних параметрів описувати цілий клас структур, тоді як чисельні 

алгоритми практично не допускають узагальнень і не дозволяють отримати 

уявлення про клас структур у цілому. 

7) Побудовані асимптотичні моделі та розроблений для їх опису 

математичний апарат допускають узагальнення та можуть бути використаними 

при проведенні подальших фундаментальних досліджень у галузі будівельної 

механіки та механіки композитів. 

Практичне значення роботи: 

1) Побудовані в дисертації асимптотичні моделі композитних структур 

різної природи, моделі континуальної апроксимації одновимірних дискретних 

систем, континуальна модель з хаотичною поведінкою були використані в 

наукових розробках за дослідницьким грантом OPUS 14 N. 2017/27/B/ST8/01330 

Національного Наукового Центру Польщі. 

2) Результати дисертації були впроваджені в Науково-дослідному 

інституті гірничих проблем Академії Інженерних Наук України при розробці 
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низки тематик (АД-464, АД-465, АД-475, АД-476), присвячених вирішенню 

актуальних питань енергоефективності України, для дослідження 

макроскопічних властивостей композитних матеріалів. 

3) Отримані в роботі аналітичні розв’язки та чисельні оцінки доцільно 

використовувати в інженерній практиці будівельної механіки при розрахунках 

ефективних параметрів волокнистих композитів із включеннями різної форми та 

умовами контакту фаз – за різних конструкційних вимог та технологічних умов 

виробництва композитних матеріалів.  

4) Математичний апарат, розроблений у загальному вигляді для опису 

асимптотичних моделей, має сенс використовувати при розрахунках 

застосовуваних у будівництві композитів іншої структури. 

5) Знайдені асимптотичні співвідношення доречно використовувати у 

фундаментальних та прикладних дослідженнях механіки композитів та 

будівельної механіки для оцінки чисельних розв’язків в області граничних 

значень параметрів композитів. 

6) Моделі континуальної апроксимації стануть у нагоді при 

практичному дослідженні 1D лінійних хвильових процесів, зокрема, при 

проектуванні сейсмічно стійких будівельних конструкцій і споруд. 

7) Побудовані моделі композитів різної структури й розроблені 

асимптотичні методи дослідження можуть використовуватися в навчальному 

процесі при викладанні варіативних навчальних дисциплін «Моделювання та 

аналітичні розв’язання задач механіки композитів», «Асимптотичні методи в 

інженерних задачах будівельної механіки» за освітньо-науковою програмою 

«Промислове та цивільне будівництво» при підготовці фахівців ступеня магістра 

і ступеня доктора філософії за спеціальністю 192 «Будівництво та цивільна 

інженерія».  

8) Важливим фактором вбачається наявність тісного концептуального 

зв’язку між задачами щодо ефективних пружних властивостей композиту та 

визначенням їх ефективної провідності: всі методи, моделі та результати для 

пружних композитів мають аналоги за провідністю. Концептуальний зв’язок між 

теорією пружності та провідністю узагальнено в табл. 0.1 [22]. 
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Таблиця 0.1 – Зв’язок між параметрами напружено-деформованого стану 

композиту та характеристиками за провідністю   
 

Теорія пружності Провідність 

iu   переміщення    температура 

ij   деформації i,   градієнт 

ij   напруги iq   тепловий потік 

iT   прикладена сила nq   нормальна компонента потоку 

ijkC   пружні модулі ij   провідність 

ijkS   податливість 
жорстка фаза 
порожня фаза 

ij   питомий опір 
надпровідність 
термоізолятор 

 

Більш того, фізичні процеси різної природи – тепло- і електропровідність, 

електро- і магнітостатика, дифузія – теж описуються ідентичними з 

математичної точки зору співвідношеннями [22]. Отже, побудовані в рамках 

теплопровідності асимптотичні моделі і розроблені методи їх математичного 

опису застосовні також для задач теорії пружності, електропровідності, електро- 

і магнітостатики, дифузії що значно розширює сферу їх теоретичних та 

практичних прикладень. 

Достовірність отриманих результатів підтверджується: 

 використанням строго обґрунтованого математичного апарату та 

чисельним моделюванням за допомогою обчислювальних можливостей 

сучасних математичних пакетів; 

 всебічно і ретельно виконаним чисельним та асимптотичним аналізом 

отриманих розв’язків; 

 оцінкою області застосування побудованих моделей та аналітичних 

методів їх опису; 

 порівнянням в окремих випадках з асимптотичними розв’язками, 

чисельними розрахунками та експериментальними даними інших авторів; 

 порівнянням з наближеними аналітичними розв’язками, знайденими 

на основі спрощених фізичних моделей чи інженерних схем; 

 використанням для оцінки розв’язків меж Хашина – Штрікмана або 

(при можливості) більш вузьких границь, які враховують форму включення; 
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 аналізом граничних станів структури та відповідних їм розв’язків; 

 аналізом фізичної суті розв’язків та чіткою відповідністю отриманих 

результатів фізичному змісту задач. 

Особистий внесок здобувача.  

Основні результати дослідження викладені в опублікованій без співавторів 

монографії [23]. У статтях, виконаних у співавторстві, авторові належать такі 

результати: на основі теорії осереднення, трифазної моделі композиту та методу 

збурення форми межі побудовано моделі волокнистих композитів з урахуванням 

форми включень [1, 2]; знайдено розв’язок задачі для композита з 

високопровідними квадратними включеннями великих розмірів із застосуванням 

теорії змазки [3]; використано апарат апроксимацій Паде для розширення області 

застосування трифазної моделі для волокнистого композиту з круглими 

включеннями [4]; побудовано модифіковану трифазну модель композиту [5]; 

проведено узагальнення методу теорії змазки для ідеально провідних включень 

середніх розмірів та знайдені верхня і нижня оцінки приведеного параметра [6]; 

з використанням теорії асимптотичної гомогенізації отримані аналітичні 

співвідношення, що описують власні коливання мембрани з гексагональним 

масивом круглих включень [7]; побудовані визначальні аналітичні 

співвідношення в задачі нестаціонарного теплообміну в композитній мембрані 

гексагональної структури з круглими включеннями [8]; на основі методів 

пилкоподібного перетворення аргументу й асимптотично еквівалентних функцій 

розроблено математичний апарат для опису моделей композитів з тонким 

інтерфейсом на межі розділу фаз [9, 10]; отримано аналітичний вираз ефективної 

теплопровідності композиту з квадратними циліндричними включеннями 

шляхом зрощування асимптотичних співвідношень [11]; побудовано двофазну 

модель волокнистого композиту з квадратними в перерізі включеннями [12]; для 

композитів, армованих волокнами круглого профілю, знайдено вищі наближення 

формули Максвелла з використанням альтернуючого методу Шварца й апарату 

апроксимацій Паде [13, 14]; проведено аналітичне й чисельне дослідження 

асимптотичного осереднення вищого порядку для динамічних задач [15]; 
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застосовано техніку пилкоподібного перетворення аргументу до періодичних 

задач теорії пружності для шаруватих композитів [16]; застосовано техніку 

  - перетворення за часом для дослідження нелінійного осцилятора при 

параметричному імпульсному збудженні [17]; проведено чисельне дослідження 

моделей континуальної апроксимації дискретних систем [18, 19]; побудовані 

неперервні апроксимації функції Гріна решітки Лагранжа з використанням 

апарату двохточкових апроксимацій Паде [20]; проведено чисельний аналіз і 

доведено наявність хаосу в неперервній моделі, побудованій з використанням 

апроксимацій Паде [21].  

Апробація результатів дослідження.  

За матеріалами дослідження було зроблено доповіді на 43 українських та 

міжнародних наукових конференціях, семінарах і конгресах: III Всесоюзна 

конференція «Міцність, жорсткість, технологічність виробів із композиційних 

матеріалів» (м. Запоріжжя, Україна, 24-26 жовтня 1989 р.); 30-а Польська 

конференція з механіки твердого тіла (м. Закопане, Польща, 5-9 вересня 1994 р.); 

Міжнародна конференція «Легковагі конструкції в цивільному будівництві» 

(м. Варшава, Польща, 25-29 вересня 1995 р.); Щорічна наукова конференція з 

математики й механіки (GAMM) (м. Прага, Чеська Республіка, 27-31 травня 

1996 р.); 4-й Польсько-Український семінар «Теоретичні основи цивільного 

будівництва» (м. Варшава, Польща, 8-15 липня 1996 р.); 3-я Європейська 

конференція з механіки твердого тіла (EUROMECH) (м. Стокгольм, Швеція, 

18 - 22 серпня 1997 р.); 5-й Польсько-Український семінар «Теоретичні основи 

цивільного будівництва» (м. Дніпропетровськ, 30 червня – 7 липня 1997 р.); 

Міжнародна конференція «III школа геомеханіки» (м. Глівіце, Польща, 23-26 

листопада 1997 р.); X Міжнародна конференція з механіки композитних 

матеріалів (м. Рига, Латвія, 20-23 квітня 1998 р.); Перша міжнародна конференція 

«Наука і освіта '98». Фізико-математичні науки. Технічні науки 

(м. Дніпропетровськ – м. Одеса – м. Кривий Ріг – м. Київ – м. Харків – 

м. Дніпродзержинськ, Україна, 23-30 квітня 1998 р.); 6-й Польсько-Український 

семінар «Теоретичні основи цивільного будівництва» (м. Варшава, Польща, 6-11 
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липня 1998 р.); 32-а Польська конференція з механіки твердого тіла (м. Закопане, 

Польща, 5-9 вересня 1998 р.); 5-а Європейська реологічна конференція 

(м. Порторож, Словенія, 6 - 11 вересня 1998 р.); Міжнародна конференція з 

раціональних апроксимацій (ICRA 99) (м. Антверпен, Бельгія, 6-11 червня 

1999 р.); 7-й Польсько-Український семінар (м. Дніпропетровськ, Україна, 

24- 29 червня 1999 р.); Міжнародна конференція з інженерної реології (ICER '99) 

(м. Зелена Гора, Польща, 27-30 червня 1999 р.); 8-й Польсько-Український семінар 

(м. Варшава, Польща, 26-30 червня 2000 р.); 4-а Європейська конференція з 

механіки твердого тіла (EUROMECH) (м. Мец, Франція, 26-30 червня 2000 р.); 

Третій всесвітній конгрес з нелінійного аналізу (м. Катанія, Італія, 19  - 26 липня 

2000 р.); 33-я Польська конференція з механіки твердого тіла (м. Закопане, 

Польща, 1-5 вересня 2000 р.); Перша всеукраїнська науково-практична 

конференція «Україна наукова '2001». Технічні та фізико-математичні науки 

(м. Дніпропетровськ – м. Дніпродзержинськ – м. Донецьк – м. Слов’янськ, 

Україна, 25-27 червня 2001 р.); 9-й Польсько-Український семінар 

(м. Дніпропетровськ, Україна, 27 червня – 1 липня 2001 р.); Перша всеукраїнська 

науково-практична конференція «Україна наукова '2001». Технічні науки 

(м. Дніпропетровськ – м. Дніпродзержинськ – м. Суми, Україна, 5-7 листопада 

2001 р.); Друга всеукраїнська науково-практична конференція «Україна наукова 

'2002». Фізико-математичні та технічні науки (м. Дніпропетровськ – м. Черкаси 

– м. Львів, Україна, 10-24 травня 2002 р.); XII Міжнародна конференція з 

механіки композитних матеріалів (м. Рига, Латвія, 9-13 червня 2002 р.); 10-й 

Польсько-Український семінар (м. Варшава, Польща, червень 2002 р.); 

Міжнародна конференція «Легковагі конструкції в цивільному будівництві» 

(м. Варшава, Польща, 24-28 червня 2002 р.); Міжнародна науково-практична 

конференція «Динаміка наукових досліджень». Архітектура. Механіка 

(м. Дніпропетровськ – м. Дніпродзержинськ – м. Харків, Україна, 28 жовтня – 

4 листопада 2002 р.); Третя всеукраїнська наукова конференція «Математичні 

проблеми технічної механіки» (м. Дніпродзержинськ, Україна, 20-23 квітня 

2003 р.); Міжнародна науково-практична конференція «Україна наукова '2003». 

Технічні науки. Математика (м. Дніпропетровськ – м. Запоріжжя, Україна, 16-20 

https://www.googleadservices.com/pagead/aclk?sa=L&ai=DChcSEwjQw-jfhMbdAhWKlO0KHctPBpMYABABGgJkZw&ohost=www.google.com.ua&cid=CAESEeD2jJ8H6ZYEQAHx_aB8zKJA&sig=AOD64_2exJ_gYAxMLSLVI6URRvFkGdp3VQ&q=&ved=2ahUKEwi_qePfhMbdAhVMJMAKHYOJC1MQ0Qx6BAgEEA4&adurl=
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червня 2003 р.); XI Українсько-польський семінар (м. Дніпропетровськ, Україна, 

23-27 червня 2003 р.); II Міжнародна конференція з інженерної реології 

(м. Зелена Гора, Польща, 24-27 серпня 2003 р.); VIII Міжнародна науково-

практична конференція «Динаміка наукових досліджень '2005». Технічні науки 

(м. Дніпропетровськ, Україна, 20-30 червня 2005 р.); XV Міжнародна 

конференція з механіки композитних матеріалів (м. Рига, Латвія, 26-30 травня 

2008 р.); X Міжнародна конференція з динамічних систем (м. Лодзь, Польща, 

7 - 10 грудня 2009 р.); Міжнародна науково-технічна конференція «Міцність 

матеріалів та елементів конструкцій», присвячена 100-літтю з дня народження 

академіка НАН України Г. С. Писаренка (м. Київ, Україна, 28-30 вересня 

2010 р.); VІІІ Європейська конференція з нелінійної динаміки (ENOC 2014) 

(м. Відень, Австрія, 6-11 липня, 2014 р.); XIII Міжнародна конференція 

«Динамічні системи – теорія та прикладання» (DSTA) (м. Лодзь, Польща, 7-10 

грудня 2015 р.); 13-й Онлайн-конгрес Міжнародного товариства аналізу, його 

застосування та обчислення (ISSAC) «Конструктивні методи в теорії 

композитних і пористих середовищ» (м. Гент, Бельгія, 2-6 серпня 2021 р.); 

Колоквіум Євромех (EUROMECH Colloquium) 626 «Механіка висококонтрастних 

еластичних композитів (м. Кіль, Велика Британія, 6-8 вересня 2021 р.); 16-а 

Міжнародна конференція «Динамічні системи – теорія та прикладання» (DSTA) 

(м. Лодзь, Польща, 6-9 грудня 2021 р.); Міжнародна науково-технічна та 

навчально-методична конференція «Енергетичний менеджмент: стан та 

перспективи розвитку – PEMS’2022» (м. Київ, Україна, 15-17 листопада 2022 р.); 

Всеукраїнська науково-практична конференція «Проблеми надійності та 

міцності машин і споруд» (м. Харків, Україна, 11-12 травня 2023 р.). 

По результатах дисертації було зроблено наукову доповідь за сукупністю 

статей, опублікованих в журналах, віднесених до першого та другого квартилів 

(Q1 та Q2), на онлайн-семінарі «Materialica+ Research Group» (м. Краків, Польща, 

20 грудня 2023 р.). 

У повному обсязі дисертація доповідалася: 

 на засіданні фахового семінару кафедри будівельної і теоретичної 
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механіки та опору матеріалів Придніпровської державної академії будівництва 

та архітектури (м. Дніпро, 29 грудня 2023 р.); 

 на міжкафедральному науковому семінарі «Математичне 

моделювання та оптимізація складних систем» (Український державний хіміко-

технологічний університет, м. Дніпро, 29 лютого 2024 р.). 

Публікації.  

За результатами дослідження опубліковано всього 104 наукові праці, у 

тому числі: 

 1 монографія, що реферована в наукометричній базі даних Scopus; 

 1 одноосібна монографія, опублікована в зарубіжному видавництві 

(Німеччина); 

 72 статті, з яких 38 статей реферовано в Scopus та/або Web of Science 

Core Collection (у тому числі 21 стаття – в журналах, віднесених до першого Q1 

та другого Q2 квартилів, 3 статті – в журналах третього Q3 і четвертого Q4 

квартилів); 2 статті – в збірнику наукових праць, що входить до переліку фахових 

видань Міністерства освіти і науки України; 32 статті – в наукових періодичних 

виданнях, продовжуваних виданнях та виданнях матеріалів конференцій (із яких 

21 статтю опубліковано в зарубіжних видавництвах); 

 30 публікацій – тези доповідей на конференціях (із яких 17 видані в 

зарубіжних видавництвах). 

Структура та обсяг роботи. Наукова доповідь складається з анотації, 

змісту, вступу, восьми розділів, висновків, списку використаних джерел 

(182 найменування) та 5 додатків. Загальний обсяг дисертації становить 

165 сторінок; робота містить 96 рисунків і 6 таблиць. Основний текст дисертації 

складає 96 сторінок та додатки на 27 сторінках. 

Автор висловлює глибоку подяку проф. Андріанову І. В. за багаторічну 

плідну співпрацю, конструктивні обговорення актуальних наукових проблем та 

результативні дискусії щодо пошуку шляхів їх розв’язання, які сприяли 

формуванню, розвитку й реалізації нового наукового напрямку – асимптотичних 

методів та моделей в механіці композитних матеріалів.  
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РОЗДІЛ 1   

УЗАГАЛЬНЕННЯ ТРИФАЗНОЇ МОДЕЛІ КОМПОЗИТУ 

З УРАХУВАННЯМ ФОРМИ ВКЛЮЧЕННЯ 

 

1.1. Перетворення трифазної моделі за допомогою методу збурення 

форми межі для композиту з круглими циліндричними включеннями [1] 

 

Розглядається задача теплопровідності для двофазного мікронеоднорідного 

матеріалу, що складається з неперервної матриці та періодично розташованих у 

ній циліндричних включень, круглих у перерізі (рис. 1.1). 

  

 

Застосування методу двохмасштабних розкладень [24] та теорії 

осереднення [25, 26] дає можливість звести початкову задачу до задачі в 

характерній структурній комірці композиту (рис. 1.2). В рамках трифазної моделі 

композиту (ТФМ) [27], з використанням методу збурення форми межі (МЗФМ) 

[28, 29] до розв’язку задачі на комірці, межа елементарної комірки 

апроксимується виразами:   3coscosr 10 ,   3sinsinr 10 , де 

 20 , 11 9 1 6   .   

Розв’язок задачі на комірці приводить у нульовому наближенні до виразу 

осередненого коефіцієнта ТФМq , що співпадає з формулою Максвелла (ФМ) [30]. 

Рисунок 1.1 – Двофазний 2D 

періодичний композит із круглими 

циліндричними включеннями 

Рисунок 1.2 – Структурна комірка 

композиту з круглими в перерізі 

циліндричними включеннями 
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У першому наближенні використання МЗФМ приводить до розв’язку, 

геометрична структура якого проілюстрована на рис. 1.3-1.5 і математично 

зводиться до осередненого рівняння виду: 
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де підкреслені члени визначають поправку за рахунок збурення контуру  0rr , 

тобто поправку, що визначається членом порядку 1 :   4cosrr 01 . 

 

 

 

 

Рисунок 1.3 – 

Розрахункова модель 

трифазної структури в 

першому наближенні 

Рисунок 1.4 – Видозміна 

області комірки при 

осередненні з урахуванням 

першого наближення 

Рисунок 1.5 – Межа 

комірки в нульовому 

наближенні та перша 

поправка до неї 
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З урахуванням розв’язку першого наближення ефективний коефіцієнт 

теплопровідності 
МЗФМq  визначається із (1.1) співвідношенням: 

 

    2 2

МЗФМ ТФМ 1 ТФМ 1q q q 1 4 o      , де (1.2) 

 
 
 

2 2

ТФМ 2 2

1 a 4 1 a 4
q

1 a 4 1 a 4

     


     
 – формула Максвелла.  (1.3) 

 

На рис. 1.6, 1.7 представлені графіки осередненого коефіцієнта при різних 

значеннях розміру включень a  та їх провідності   у порівняння з результатами 

обчислень за даними інших авторів і на підставі різних моделей.  

   

а) Непровідні включення 
0   

б) Провідність включень 

близька до провідності 

матриці 2   

в) Абсолютно провідні 

включення   

Рисунок 1.6 – Графіки ефективного коефіцієнта теплопровідності в залежності 

від розміру включень a  при фіксованій провідності включень   
 

  

а) Включення малих розмірів 

a 0,3568  (концентрація включень 
2c a 4 0,1   ) 

б) Великі включення 

a 0,7979  (c 0,5 ) 

Рисунок 1.7 – Графіки ефективного коефіцієнта теплопровідності в залежності 

від провідності включень   за фіксованого розміру включень a  
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Формули (1.2), (1.3) достовірно описують поведінку гомогенізованого 

середовища в разі провідностей включень та матриці одного порядку ~1  – для 

включень будь-якого розміру 0 a 1  ; якщо провідності включень і матриці 

значно відрізняється, тобто 0 1    або 1    ,   – для розмірів 

включень 0 a 0,8  . Оцінка меж застосування моделі показала її обмеженість 

для включень великих розмірів a 1  гранично великої провідності  . 

Фізична інтерпретація цього результату полягає в тому, що двочленне 

наближення МЗФМ не дає кількісного опису перколяційного переходу [35] і не 

показує якісну картину появи в композиті нескінченного кластера. 

 

1.2. Визначальні співвідношення трифазної моделі композиту з 

квадратними циліндричними включеннями [2] 

 

Апроксимація квадратних контурів комірки та включення при 

використанні МЗФМ [28, 29] має вигляд:  0 1r r 1 cos4 ...     , 

 0 1r r 1 cos4 ...     , де 
1 2 1 0,1138      . 

Розв’язок нульового наближення дає аналітичний вираз ефективного 

коефіцієнта теплопровідності, що співпадає з ФМ [30]. Після осереднення 

рівняння першого наближення перша поправка 1  осередненого коефіцієнта 

визначається зі співвідношення 

 

1 0i1 i0 i1 i0 1
\\ \

10
1 0 0 0 0 02

1 u
u u d d u d d u d d d

4b n
   

     




              



     (1.4) 

i 0 01 1i

10 10 10 11 11 11 11
0 0

u u u u u u u
d d d d

n n n n n n n
    

    



           
              

             
     

 

у вигляді: 1 0  . 

На рис. 1.8 зображені «збурені» області інтегрування i1 i0\   , 
i1 i0\   , 

1 0\ ;   знаками «+» і «-» позначені додатні та від’ємні добавки до відповідних 

областей. На рис. 1.9 показані контури включення і комірки в нульовому 

наближенні та криві, що визначають поправки порядку 1  у першому наближенні. 
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Вираз ефективного коефіцієнта теплопровідності на основі ТФМ з 

урахуванням першої поправки за МЗФМ визначається співвідношенням: 
 

  
 
 

 
2 2

0 1 12 2

1 a 1 a
o o

1 a 1 a

   
       

   
.  (1.5) 

 

Проведено порівняння виразу (1.5) [36] з відомими чисельними 

результатами (рис. 1.10) [37] та експериментальними даними (рис. 1.11) [38] 

інших авторів.  

  

Рисунок 1.10 – Ефективний параметр 

при для концентрації включень c 1 9  

Рисунок 1.11 – Ефективний параметр 

для непровідних включень 
 

Розв’язок ТФМ (1.5) точно задовольняє теорему Келлера [39] при всіх 

значеннях провідності вставок  . Головний член асимптотичного розкладення 

(1.5) для гранично великих непровідних включень співпадає з відомим 

співвідношенням, отриманим в [26].   

 

 

 

Рисунок 1.8 – Видозміна областей 
структури при осередненні 

з урахуванням першого наближення   

 

Рисунок 1.9 – Межі структури 
в нульовому наближенні 
та перші поправки до них 
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РОЗДІЛ 2 

АСИМПТОТИЧНІ НАБЛИЖЕННЯ ТРИФАЗНОЇ МОДЕЛІ КОМПОЗИТУ 

 

2.1. Використання апарату апроксимацій Паде для розширення області 

застосування трифазної моделі композиту з круглими включеннями [4] 

 

Співвідношення для граничних випадків провідності включень   і 

0 , отримані з (1.3), перетворюються за допомогою апроксимацій Паде (АП) 

[40] за розміром включення a  і визначаються відповідно послідовностями АП 

   [0 / 2]q a


,    [0 / 6]q a


, … ,    [0 /18]q a


 і    0

[2/ 0]q a ,    0

[6/ 0]q a , … ,    0

[18/ 0]q a . 

Рис. 2.1, 2.2 ілюструють графіки послідовностей АП осередненого 

коефіцієнта відповідно для абсолютно провідних та непровідних включень у 

порівнянні з розв’язком за ТФМ та асимптотичною формулою [33]. 

  
 

Рисунок 2.1 – Послідовності АП 

осередненого коефіцієнта 

для абсолютно провідних включень   

 

Рисунок 2.2 – Послідовності АП 

осередненого коефіцієнта  

для непровідних включень 
 

Побудовано АП виразу (1.3) – розв’язку ТФМ у випадку довільної 

провідності включень  : 
 

  
 

       

9

[0 /18] 9
nn 9 n nn 2

n 0

1
q a

1 2 a 2 1 1




 


     
 при 1 ; (2.1) 

  
     

 

9
n 9 n nn 2

n 0
[18 / 0] 9

2 a 2 1 1

q a
1





    


 


 при 10  , (2.2) 
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які потрапляють у «вилки» Хашина – Штрікмана [41, 42].  

На рис. 2.3 представлено графіки ефективного коефіцієнта для включень, 

розмір яких близький до граничного: a 0,995 . На рис. 2.4, 2.5 надані графіки 

ефективних коефіцієнтів АП    [0 /18]q a


 для ідеально провідних і АП    0

[18/ 0]q a  для 

непровідних включень порівняно з відповідними асимптотичними розв’язками.  

 
а) 10                                    б) 1    

Рисунок 2.3 – Графіки ефективного коефіцієнта теплопровідності,  

знайденого за ТФМ, АП та асимптотичним розв’язком [33, 39],  

для гранично великих включень 995,0a     
 

 

  
 

Рисунок 2.4 – АП 
   [0 /18]q a


  

та асимптотичний розв’язок [33] 
для абсолютно провідних 

включень       

 

Рисунок 2.5 – АП 
   0

[18/ 0]q a   

та асимптотичний розв’язок  
[33, 39] для непровідних  

включень 0    
 

Проведений аналіз асимптотичних співвідношень та розрахункових даних 

показав, що отримані розв’язки АП дають якісну картину асимптотики та близькі 

до асимптотичних кількісні оцінки ефективного параметра при наближенні 
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розміру включення a  до 1. В абсолютному вираженні розв’язки АП дають 

практично прийнятні результати для включень будь-якої провідності 0 , 

  при їх розмірах до a 0,996  включно. 

 

2.2. Модифікована трифазна модель композиту [5] 

 

Розроблено модифікований алгоритм трифазної моделі композиту 

(ТФММ), суть якого полягає в такому: всі, крім однієї, комірки композитної 

структури замінюються еквівалентним гомогенним середовищем ,  що має 

невідомий (шуканий) приведений коефіцієнт  . При цьому квадратний контур 

комірки вважається колом змінного радіуса (рис. 2.6, 2.7): 

 

 
 

 

2

i1 i1 1

2

i2 i2 2

b 1 , 0 1 в , ,
b

b 1 , 0 1 в , ,

 

 

          
 

       

. (2.3) 

  
Рисунок 2.6 – Перетворення 

квадратного контуру комірки в ТФММ   

Рисунок 2.7 – Апроксимація  
трифазної області в ТФММ 

 

Тоді приведений параметр   визначається з трансцендентного рівняння: 

 

 

2

2

1 1 1 a 1
1 arctg arctg

1

1 1 1 a 1
1 arctg arctg

1

  
    

       
  

    
      

,  де 
21 1

1 a
11

   
   

  
.  (2.4) 

 

Вираз приведеного параметра за ТФММ, отриманий з трансцендентного 

рівняння (2.4), задовольняє теорему Келлера [39]:    1 1      . 
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Співвідношення  ,    в (2.4) можна трактувати як природний малий 

параметр:  0 , 1      при будь-яких значеннях 0 ,    і 0 a 1  .  

Аналіз розв’язку ТФММ (2.4) дав можливість отримати такі асимптотики: 

1) Для абсолютно провідних включень  : 

 

 
2

2a 1
1 a

2


    


 при a 0 ; 

2
1

1 a


  


 при a 1 . (2.5) 

 

2) Для композита з включеннями великого розміру a 1  та будь-якою 

провідністю 0     трансцендентне рівняння (2.4) вироджується у 

співвідношення для визначення  , в якому вираз   набуває вигляду: 

   
2 2 21 1 1 a       . Отже, отримуємо такі асимптотичні формули: 

 

1
2


     при 1  ; 

 1
1

4

  
    при ~1 ; 

2

2 2 
  

 
 при 1  . (2.6) 

 

Графіки на рис. 2.8 ілюструють ефективний коефіцієнт теплопровідності в 

залежності від провідності включень   гранично великого розміру a 1 . Для 

порівняння наведено графіки асимптотик  
асимптq


 [33] і  0

асимптq  [33, 39] та межі 

Хашина – Штрікмана [41, 42].  

  
ТФММq  (2.4)  

 0

асимптq  [33, 39]  ТФМХ Шq q
 

ТФММq  (2.4)  
 
асимптq
  [33]  ТФМХ Ш

q q


 

а) 0 1    б) 1    

Рисунок 2.8 – Графіки осередненого коефіцієнта теплопровідності  

при a 0,999  
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У табл. 2.1, 2.2 проведено порівняння результатів розрахунків ефективного 

коефіцієнта, знайденого за ТФММ, з відомими даними інших авторів. 

 

Таблиця 2.1 – Результати розрахунків різними методами ефективного 

коефіцієнта теплопровідності для абсолютно провідних включень 

 

Таблиця 2.2 – Результати розрахунків ефективного коефіцієнта для 

гранично великих розмірів a 1  абсолютно провідних включень 

 

Таким чином, ТФММ працює та дає достовірні результати практично у 

всьому діапазоні зміни обох параметрів композиту: геометричного – розміру 

включень 0 a 1   та фізичного – провідності включень 0    , включаючи 

граничні випадки a 0 , a 1 ; 0 ,  .  

Головний член асимптотичного розкладення ефективного параметра в (2.5) 

для щільно упакованих абсолютно провідних включень співпадає з 

асимптотикою, наведеною в статті [33].  

Розв’язок за ТФММ для непровідних включень малих розмірів, співпадає 

з точністю до членів порядку 
2a  включно зі співвідношенням, наведеним у 

роботі [36].   

Концентрація 
включень c  

Розмір 
включень a  

Формула 

(3.12) 

[34]  

Формула  

(3.13) 

[34]    

Чисельні 

результати 

[32] 

Асимптотика 

[33] 
ТФММ 

0,7 
0,9441 

7,409 7,769 7,433 7,3857 7,7695 

0,74 
0,9707 

10,91 11,46 11,01 10,9254 11,4624 

0,77 
0,9901 

20,18 21,04 20,43 20,2952 21,0488 

0,78 
0,9966 

35,01 36,60 35,93 35,7525 36,6519 

Параметр 21 1 a   

Розмір включень a  

Чисельний 

розрахунок [33] 

Асимптотика  

[33] 
ТФММ 

10 

0,9949874370 
29,4440 29,2743 30,1283 

50 

0,9997999801 
155,1894 154,9380 156,0179 

100 

0,9999499986 
312,6460 312,0177 313,1276 

1000 

0,9999995001 
3142,5927 3142,5927 3140,9037 
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РОЗДІЛ 3 

АСИМПТОТИЧНІ РОЗВ’ЯЗКИ ДЛЯ ВИСОКОПРОВІДНИХ ЩІЛЬНО 

УПАКОВАНИХ КОМПОЗИТІВ НА ОСНОВІ ТЕОРІЇ ЗМАЗКИ 

   

3.1. Асимптотичні співвідношення теорії змазки для волокнистих 

композитів із включеннями квадратного профілю [3] 

 

Суть наближення теорії змазки (ТЗМ) [27] полягає в заміні крайової 

задачі у початковій характерній структурній області композиту задачею в області 

з більш простою геометрією. Далі величина «змазаного» геометричного параметра 

вважається функцією координат, і всі необхідні аналітичні співвідношення 

будуються з урахуванням цієї залежності у вихідній області структури. 

Заснований на ТЗМ підхід у силу свого фізичного сенсу застосовується для 

асимптотичного дослідження композитів із включеннями великих розмірів 

великої провідності. 

Після розв’язку локальної задачі та виконання процедури осереднення [25] 

вираз приведеного параметра ТЗМq  визначається у вигляді: 

 

  
   

 

2 3 2

ТЗМ

1 a a a 1 a
q

1 a a

    


  
.   (3.1) 

 

У граничному випадку 0   розв’язок ТЗМ співпадає з асимптотичним 

розв’язком задачі механіки для стрижневої системи [26]. 

Асимптотичні вирази приведеного параметра в граничних випадках 

провідності включень та їх розмірів співпадають з наближеннями ТФМ. 

В роботі [43] для приведеного параметра волокнистого композиту з 

квадратними включеннями були знайдені двосторонні оцінки q , q  з досить 

вузькою «вилкою». Вираз ТЗМq  при всіх значеннях a 0  і 1  ,   

потрапляє в ці межі, тобто 
ТЗМq q q   (рис. 3.1 ,  3.2). 
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Рисунок 3.1 – Графіки в залежності від розміру включень a  ефективного 

коефіцієнта теплопровідності ТЗМq  та його двосторонні оцінки q , q   

 

    

 

 
 

Рисунок 3.2 – Графіки залежно від провідності включень   ефективного 

коефіцієнта теплопровідності ТЗМq  та його двосторонні оцінки q , q  

 

3.2. Застосування теорії змазки при розв’язання локальної задачі для 

композитів із круглими циліндричними включеннями [9] 

 

Вважаємо розмір включення a  змінною функцією координати   (рис. 3.3): 

  22aa  ; при осередненні в розв’язку локальної задачі константи 

вважаються функціями змінної  . 

Вираз приведеного коефіцієнта теплопровідності q  композиту з круглими 

циліндричними включеннями (за умови  a 1 a   ) має вигляд: 

 ТЗМq     q  [43]    q  [43] 

а) 10   б) 100   в)   

 ТЗМq     q  [43]     q  [43]  

а) a 0,7  б) a 0,95  
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 
 

     



































2aa1aa1

aa1

aa1
arctg2

1
a1q  при 

a

1 a
 


, 0 a 1  . (3.2) 

 

З виразу (3.2) отримуємо такі 

асимптотичні розкладення: 

 для абсолютно провідних 

включень великих геометричних 

розмірів, близьких до граничного: 

 

1
2a1

q
2








  при  , 1a  ;  (3.3) 

 

 для включень гранично великих геометричних розмірів та великої 

провідності: 

 

    
 
кр.q 2 2 1

       при 1a  ,  .  (3.4) 

 

З використанням теореми Келлера [39] маємо вирази приведеного 

коефіцієнта композиту з включеннями низької провідності: 

 непровідні включення великих розмірів, близьких до граничного: 

 

    
 

2

2

1 a
q

2 1 1 a



    

  при 0  , 1a  ;  (3.5) 

 

 низькопровідні включення гранично великих геометричних розмірів: 

 

    
 

 
0

кр.

2
q

2 2



    

  при 1a  , 0 .     (3.6) 

 

Отриманий на основі ТЗМ вираз осередненого коефіцієнта для круглих 

Рисунок 3.3 – Апроксимація 

круглого контуру включення 
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циліндричних включень добре описує стан ефективного гомогенного 

середовища при близьких до гранично великих значеннях геометричного і 

фізичного параметрів структури. Це підтверджується збігом головного члена 

асимптотичного виразу (3.3) з відомим асимптотичним розв’язком [33]. 

 

3.3. Модель теорії змазки для композитів із криволінійними 

ромбічними включеннями [10] 

 

Розмір включення a  як змінна функція координати   описується в даному 

випадку таким чином (рис. 3.4): 

 

     
2 2

a 1 1 1 a 1       . (3.7) 

 

Шуканий вираз 

приведеного коефіцієнта 

теплопровідності при 0 a 1  ,

1     2
1 1 1 1 a      

визначається у вигляді: 

 





























11

11
ln

1

1

21
a1q

11

11

1

, де     22

1 a111  . (3.8) 

 

В окремих випадках із (3.8) мають місце такі асимптотичні співвідношення: 

 

   q 2 1 a     при  , a 1 ;    (3.9) 

    
 







 2ln

2
q .ромб.кр  при a 1,  .    (3.10) 

 

Для композитів з криволінійними ромбічними включеннями великих 

розмірів 0 a 1   та низької провідності 1    
1

2
1 1 1 1 a

 
      
 

 

Рисунок 3.4 – Апроксимація криволінійного 

ромбічного включення в моделі ТЗМ 
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асимптотичний вираз ефективного коефіцієнта може бути записаний з 

використанням співвідношення (3.8) та теореми Келлера [39]: 

 

 

  
11

11
ln1

2
1a1

11
q

22

22
2

2












 



  при 1 , 0 a 1  ,  (3.11) 

де     2 2

2 1 1 1 a      . 

 

Зокрема, для включень гранично великих геометричних розмірів та 

низької провідності отримуємо: 

 

    
 

 
0

кр. ромб. 1

2
q

2 ln 2 

  

 при 1a  , 0 .    (3.12) 

 

3.4. Розрахункова модель розв’язку задачі на комірці методом теорії 

змазки для гексагональної решітки [6] 

 

В рамках ТЗМ замінюємо зовнішній шестикутний контур комірки колом 

радіусу b  (рис. 3.5) і далі вважатимемо його колом змінного радіусу (рис. 3.6): 

                      

 

 

 

 















3

2

3

1
при132b

3

1
0при1b

b
2

2

. (3.13) 

Рисунок 3.5 – Розрахункова модель 

ТЗМ для гексагональної решітки 
Рисунок 3.6 – Апроксимація 1 4  частини 

шестикутного контуру комірки 
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Тоді маємо асимптотичний вираз приведеного параметра при 1 , 

0a   у вигляді: 

 


2 2

2 2 2

2 3 a 3 a 3 3 3 4
q arctg 1 arcsin arctg 3 a

3 4 2 3 a1 a 3 1 a 1 a

    
               
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    

2 2

2
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2 3 a 1 3 a 1 1 a1 a 1
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4 1 3 1 3 a a 3 a 1 a 2 3 a 21 a

        
    
              

 

   
  

  

































2

22

2 a34

1a332a32
ln

4

3
1

a

1
2arctg

8

1
, де 

1

1




 . (3.14) 

 

У граничному випадку  , 1a   з (3.14) отримуємо з урахуванням 

головного члена асимптотики і першої поправки до нього порядку  02a1  

асимптотичне розкладення:  

 

    
     асимпт 2

3 3 3 3 1
q 1 arcsin ln 5 2 6 3 3 2

12 2 3 41 a

  
       


, (3.15) 

 

головний член якого співпадає з асимптотичною формулою, отриманою в роботі [44]. 

Проведено порівняння значень ефективного параметра, обчисленого за 

формулами (3.14), (3.15), з відомими результатами інших авторів (рис. 3.7, 3.8). 

  

 q  (3.14)  Чисельний розрахунок [32] 

  Експериментальні дані [32] 

 
 
асимптq


 (3.15)   асимптq  [44]    

 

Рисунок 3.7 – Ефективний параметр 

композиту при a 0 ,   

 

Рисунок 3.8 – Ефективний параметр 

композиту при a 1 ,   
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Чисельні результати порівняння ефективного параметра, обчисленого за 

ТЗМ, із даними інших авторів показують високу точність апроксимації моделі. 

 

3.5. Двосторонні оцінки асимптотики ефективного параметра для 

композита гексагональної структури [6] 

 

Проведено узагальнення підходу ТЗМ та отримано вираз ефективного 

параметра у разі ідеально провідних включень середніх розмірів a 1 3 : 

 

 
2 2

с.вкл. 2 2 2

3 a 3a 3 1 a a
q 1 3arctg 4arctg 2arctg

6 1 a3 1 a 3 1 a 1 a

  
     

    

. (3.16) 

 

Звичайно, розв’язок для середніх включень (3.16) не працює у разі їх 

великих розмірів і не дає асимптотики при  , 1a   [44]. Тому перетворимо 

співвідношення (3.16), використовуючи Паде-апроксимації. Представимо 

 

 
2 2

*

с.вкл. 2 2

3 a 2 3a 3 2 1 a
q 1 arctg arctg q

6 3 1 a1 a 3 1 a

  
     

   

,  (3.17) 

де 
2

*

2 2 2

3a 2 a 3
q arctg arctg

31 a 1 a 3 1 a

 
  

    

, 

 

і побудуємо послідовність АП *

[2 / 2]q , * *

[2 / 4] [2 /10]q , ..., q  для виразу *q . Подальше 

збільшення порядку АП є недоцільним, оскільки, починаючи з *
]12/2[q , 

послідовність АП розходиться. Це означає, що АП *

[2 / 2]q ,  *
]4/2[q , … , *

]N2/2[q , … 

можна трактувати як асимптотичний ряд, збереження в якому оптимального 

числа членів забезпечує близький до точного розв’язок задачі. 

Співвідношення для ефективного параметра 

 

 
2 2

*

Паде [2 /10]2 2

3 a 2 3a 3 2 1 a
q 1 arctg arctg q

6 3 1 a1 a 3 1 a

  
     

   

 (3.18) 
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показує коректні результати для будь-яких розмірів 1a0   абсолютно 

провідних включень і при 1a   дає  головний член асимптотики, який співпадає 

з відомим результатом, отриманим в [44]: 
2

Падеq 3 1 a 6,9345    . 

Для порівняння: найкращий, на думку авторів [45], результат (формула 

(47)) отримано у вигляді: 2q 3 1 a 6,2371    . 

На рис. 3.9 показано послідовність АП * * *

[2 / 2] [2 / 4] [2 /10]q , q , ... ,q . На рис. 3.10 

наведені графіки для абсолютно провідних включень  порівняно з результатами 

обчислення аб. пр.q  за формулою (44) [45]. 

 

Розв’язки за ТЗМ (3.14) та з використанням АП (3.18) дають у разі 

абсолютної провідності включень відповідно верхню та нижню оцінки 

асимптотики приведеного параметра, і «вилка» між ними не перевищує 3% при 

будь-яких значеннях розміру включень 0 a 1  , a 1  (табл. 3.1).  
 

Таблиця 3.1 – Двосторонні оцінки асимптотики приведеного параметра 

Розмір 
включення a  

Падеq   

(3.18) 
аб. пр.q   

[45] 
TЗMq  

(3.14) 

аб. пр. Паде

аб. пр.

q q
100%

q


   

TЗM аб. пр.

аб. пр.

q q
100%

q


  

0,92 8,0984 8,0996 8,2340 0,0151 1,6596 

0,95 11,4224 11,4728 11,6929 0,4392 1,9179 

0,99 31,9262 32,4000 32,9428 1,4624 1,6752 

0,999 114,6774 115,5922 116,3830 0,7914 0,6841 

0,9995 165,0648 166,0394 166,8318 0,5870 0,4772 

0,99995 537,1656 538,5097 538,9913 0,2496 0,0894 

  
 ТЗМq    с.вкл.q    

*

[2/6]q    *

[2/ 4]q  

 *

[2/6]q    *

[2/8]q    *

[2/10]q  
 ТЗМq    Падеq    аб. пр.q  

 

Рисунок 3.9 – Графіки приведеного 

параметра при 0,98 a 1  , що 

описуються послідовністю АП 

 

Рисунок 3.10 – Графіки приведеного 

параметра при 0,95 a 1   для  

абсолютно провідних включень 
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3.6. Власні коливання мембрани з гексагональним масивом круглих 

включень [7] 

 

Розглядається задача про власні коливання жорстко защемленої по 

контуру прямокутної мембрани, яка є композитною структурою з періодичними 

круглими включеннями, що становлять гексагональну решітку. 

Розв’язок задачі подається у вигляді асимптотичних рядів за ступенями 

безрозмірного малого параметра  , що характеризує період структури [25]. 

На першому етапі визначається розв’язок локальної задачі. Другий етап – 

знаходження головних частин власних функцій і частот коливань із осередненої 

задачі. На третьому етапі визначається перша поправка частоти 1 .  

Осереднена задача другого наближення представляється рівнянням:  

 

  10 0 10 1 0q u q u u 0      в 
* ;  10 1u u   на  ,  (3.19) 

 

де q  – осереднений параметр, що визначається розв’язком задачі на комірці; 

  2q 1 1 a 2 3     – осереднений за Фойгтом параметр; 1u  – осереднена 

частина функцій   ,,y,xu1  на межі мембрани. 

Так, для ребра  0, y  отримуємо:  
2

1 1 0

2 0

1
u u 0, y, , d    , де 0  – 

величина   на межі мембрани x 0 . 

Для визначення 1  приходимо до співвідношення виду: 

 

 
1 2 2 1

1 2x y
2 0 0

1 0 10 10
x 0 y 0

0 0 0 0

u u
q u dxdy q u dy u dx 0

x y

 

 

  
       
    .  (3.20) 

 

Тоді якщо 0u~u 110   на  , то 01  , і розкладання власних частот 

коливань починається з 2  – члена порядку 2 :  2

0 O ...     . 

Якщо 10u  не задовольняє граничним умовам на зовнішньому контурі 

мембрани, тобто 0u10   на  , то отримаємо ненульову першу поправку власної 
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частоти 0 1 ...     , яка в силу (3.20) визначиться у вигляді: 
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1 2

0 0
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0
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q y dy x dx

q u dxdy
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 

 
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1x

0x
10

0 u
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u
y






 ,  

2y

0y
10

0 u
y

u
x






 . (3.21) 

 

3.7. Нестаціонарний теплообмін у композитній мембрані з круглими 

включеннями гексагональної структури [8] 

 

Розглядається задача про нестаціонарний теплообмін у композитному 

матеріалі гексагональної структури з періодично розподіленими включеннями 

круглого перерізу. Передбачається, що теплопровідність у матриці та 

включеннях може бути описана за законом Фур’є. Вихідна задача математично 

формулюється як задача з крайовими та початковими умовами: 

 

 
2 2

2 2

T T T
K c

x y t

  
     

   
   

 в i

 ; (3.22) 

 T T   на i

 ;  
T T

K K
 

  


 n n
 на i ;   T f x,y   при t 0 , (3.23) 

 

де T  – температура;   – щільність; k  – коефіцієнт теплопровідності; c  – питома 

теплоємність;  2K k c     ; 2  – характерний розмір комірки. 

Використовуючи перетворення Лапласа    p

0

T x,y,p T x,y, t exp( pt)dt



   , 

асимптотичний метод гомогенізації [25, 26] та у припущенні, що 

диференціювання за часом не змінює порядок вихідних функцій, тобто 

   T x,y, T x,y, , K t c               , отримуємо осереднене рівняння 
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  , (3.24) 
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де    
i i

i

1
f f x,y, , d d f x,y, , d d

 

 

 

 
         

  
 
  ;  

i i0

i

K K
K

     



, 

 

з початковою умовою в загальному вигляді:  0T x,y,p f  при t 0 . 

При розв’язку локальної задачі за ТЗМ гексагональна форма комірки була 

апроксимована функцією змінної координати. Для ідеально провідного щільно 

упакованого композиту ефективний параметр описується співвідношенням: 
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4 3a 3 3 1 a
q 1 arctan arctan 3a 3a 1
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       

   
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 (3.25) 

  
 

2 2
2 2

2

2 3a 2 3 3a 1
1 2 1 a a 3 3

arctan 2 3arcsin ln
8 a 4 3 3a 4 3a

     
       

 

. 

 

Результати порівняння (рис. 3.11) ефективного параметра з відомими 

чисельним чисq  [32] та асимптотичним асq  [44] розв’язками підтверджують 

високу точність отриманого результату. 

Як приклад досліджено випадок 

охолодження прямокутної композитної 

області за законом охолодження Ньютона: 

t

cT T e   . 

Оскільки розв’язок періодичної 

задачі має специфічні екстремальні 

властивості, отриманий розв’язок 

періодичної задачі може бути 

використаний для оцінки ефективних 

властивостей композитів із випадковою 

структурою [46].   

 

 чисq  [32]   (3.25)   асq  [44] 
 

Рисунок 3.11 – Ефективний параметр  

висококонтрастного  K K    

щільно упакованого  a 1   

волокнистого композиту  



65 

РОЗДІЛ 4  

ПРИКЛАДАННЯ АПАРАТУ АСИМПТОТИЧНО ЕКВІВАЛЕНТНИХ 

ФУНКЦІЙ ДО ДОСЛІДЖЕННЯ ГРАНИЧНИХ СТАНІВ  

КОМПОЗИТНИХ СТРУКТУР 

 

4.1. Визначення ефективного коефіцієнта теплопровідності 

композиту з квадратними включеннями шляхом зрощування 

асимптотичних розкладень [11] 

 

Розв’язок задачі проводився у три етапи: 

1) Зрощування за розміром включень a  при їх фіксованій провідності 

1   асимптотичного розкладення ТЗМq  (3.1) при a 0  та ДФМq  – за двофазною 

моделлю композиту [12], побудованою при малих геометричних розмірах 

включень a 1 . За параметр зрощування a  прийнято величину: 

 

           
2 2

2 2 3 22 3 3 4

a

a 5a
1 a 1 a 3a 1 a 12a 1 a 16a 1 a 6a 1 a

2 2
               

         
3 4 5 6 64 4 5 4 520a 1 a 35a 1 a 56a 1 a 70a 1 a 70a 1 a               (4.1) 

         
6 7 7 7 86 5 6 7 7140a 1 a 322a 1 a 924a 1 a 1716a 1 a 3432a 1 a            

         
8 9 9 10 108 8 9 9 106435a 1 a 12870a 1 a 24310a 1 a 48620a 1 a 92378a 1 a          . 

 

Вираз параметра a  виходить з умов, що розкладення в ряд співвідношення 

       
a ДФМ a ТЗМq 1 q q

  
     співпадає з розкладенням при a 0  виразу 

 
ДФМ ДФМq q


  з точністю до членів порядку 10a  включно і з розкладенням 

 
ТЗМ ТЗМq q


  (3.1) в ряд при a 1  з точністю до членів порядку  
10

1 a  включно. 

2) Апроксимація отриманого при 1   виразу осередненого параметра 

 
q


 на випадок 0 1   :        0 0 0

a ДФМ a ТЗМq 1 q q    , де  0
q  також співпадає з 

розкладеннями у ряди виразів  0

ДФМq  при a 0  і  0

ТЗМq  при a 1  з точністю до 

членів відповідно порядку 10a  і  
10

1 a  включно. 
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3) Зрощування знайдених асимптотичних співвідношень  
q


 та  0

q  за 

провідністю включень  :      0
q 1 q q



      , де    2 22 1       . 

Остаточно вираз осередненого коефіцієнта q  визначається таким чином: 

 

 
 

 2

a a2

1 1
q 1 2a

1 2 1 a 1
 

    
         
       

  (4.2) 

 
  

 

  

  

2 2

a a2

2

3 2

1

1

1 a a 1 a 1 a a 1
1 2a 1 1

1 a a a 1 a 2a 1 a a
 



 

         
        

         
 




. 

  

Аналіз виразу (4.2) показав, що 

всі граничні переходи в граничних 

випадках значень геометричного 

 a 0, a 1   та фізичного 

 0, 1,    параметрів 

композиту коректно виконуються. 

На рис. 4.1 схематично визначено 

області, в яких основний внесок у вираз 

приведеного коефіцієнта вносять 

відповідні асимптотичні розкладення. 

 

4.2. Асимптотичний розв’язок для круглих включень з тонким 

інтерфейсом на межі розділу фаз методом пилкоподібного перетворення 

аргументу [9] 

 

Головний член асимптотики (3.3) для круглих абсолютно провідних 

включень співпадає з результатом, отриманим у статті [33]. Однак асимптотика 

(3.4) для випадку контакту включень не співпадає з наведеною у тій самій роботі: 

 

  
 




ln2
q  при 1a  ,  ,  (4.3) 

Рисунок 4.1 – Якісна картина 

розподілу асимптотик приведеного 

коефіцієнта теплопровідності 
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де   – постійна Ейлера; 0,58   [47]. 

На нашу думку, така розбіжність результатів викликана відмінністю 

геометричної структури композитів, що розглядаються в обох випадках, і яка 

первісно закладена в постановці задачі. У статті [33] передбачається, що в 

граничному випадку розмірів включень вони торкаються, тобто існує точка 

контакту включень. 

За методом осереднення [25, 26] розглядається елементарна структурна 

одиниця композиту – комірка (матриця з включенням, яке в ній знаходиться), 

причому умови періодичності для комірки визначають її повторюваність. А це 

означає, що в граничному випадку, при діаметрі включення, рівному розміру 

сторони комірки, залишається деякий нескінченно тонкий прошарок матриці в 

області контакту круглих фаз. 

Розглянемо композитний матеріал, який 

має структуру, зображену на рис. 4.2: круглі 

включення великої провідності 1  та 

великого розміру 1a   мають тонкий прошарок 

(інтерфейс) на межі розділу фаз, який 

характеризується середнім значенням 

провідностей матриці та включень  в м 2   . 

 

Вважатимемо провідності включень і матриці функціями розміру 

включень a , описавши їх узагальненими аналітичними співвідношеннями виду: 

 

       вмвмвв a1a2a1a
~

 ;  (4.4) 

       ммвмвм a1a2a1a
~

 ,  (4.5) 

 

де  x~вв  ,  x~мм  , x2x~   – пилкоподібні функції [48, 49] включень та 

матриці, в , м  – їх похідні (рис. 4.3), перетворені з урахуванням параметрів, що 

характеризують нахил зубів пили 1a2в  , a21м  , до вигляду: 

Рисунок 4.2 – Композит 

з інтерфейсом на межі  

розділу фаз  
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 Включення 

  Матриця     Інтерфейс 
    

 

  Рисунок 4.3 – Пилкоподібні функції включення та матриці    

 x~в ,  x~м  та їх похідні  x~в ,  x~м  
 

  
 

 
 

   в м в

x 2a при 2a x 2a
a 1 a

x ; x xx 2
при 2a x 2 2 a x x 2

2 1 a

   
  

             

; (4.6) 

  

 

 
 

    

   в м в

1 2a при 2a x 2a

a 1 a2a 1
x при x 2a; x 2 2 a ; x x

x x 24a 1 a

1 2 1 a при 2a x 2 2 a

   


  
             

   
    

. (4.7) 
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Вираз (3.2) приведеного параметра, знайдений за ТЗМ у випадку контакту 

включень, тобто при a 1 , 1  , з урахуванням узагальнених виразів 

провідностей (4.4), (4.5) може бути представлений співвідношенням: 

 

   1q f
2


   , де  в

1

м

2
, f

1


   

  
.  (4.8) 

 

Вираз (4.8) не визначений при 1  . Для розкриття невизначеності та 

коректного переходу від пилкоподібних функцій до їх гладких аналогів 

скористаємося методом асимптотично еквівалентних функцій [50]. Оцінимо 

функцію  1f   із (4.8) при 1
~
  таким чином: 

 

     1 0

ln1
f ~ f

12

  
   

 
 при 1

~
 , де 

1

2 2


  


.  (4.9) 

 

Тоді маємо: 

 розкладення функцій  ~f1  і  ~f0  в ряди при 1
~
  співпадають з 

точністю до членів порядку  41
~
 включно; 

 вираз  0

ln
f

1

 
 

 
 не змінюється при заміні 

1 ,   тобто 

адекватно описує також функцію  
1

1

2 ~
2

1
~

~
f








  при 01

~
  (рис. 4.4, 4.5). 

Функція  ~f0  має таку характерну особливість: з одного боку, вид функції 

поблизу точки 1   аналогічний симетричній пилкоподібній функції на 

півперіоді; з іншого – ця функція дозволяє в разі включень, які торкаються по 

тонкому прошарку, перейти від пилкоподібного до гладкого при всіх значеннях 

x~  аргументу, тобто в деякому сенсі відбувається передача негладких 

властивостей аргументу – функції. 

Тоді маємо при   асимптотичний вираз приведеного параметра у разі 

контакту абсолютно провідних круглих включень з інтерфейсом: 
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 

 кр. і.q
2 ln ln 2

 


 
.  (4.10) 

  
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Головна частина асимптотичної формули (4.10) співпадає з асимптотикою 

Р. В. О’Брайєна [51]; від результату (4.3) [33] вираз (4.10) відрізняється 

постійним членом: ln 2 0,11     . 

Отже, використання математичного апарату негладкого перетворення 

аргументу та асимптотично еквівалентних функцій дало можливість врахувати 

локальні ефекти на межі розділу фаз композиту, які проблематично описати 

безпосередньо в рамках теорії осереднення. Це дозволило з фізичної точки зору 

значно розширити клас аналізованих структур композитів і в математичному 

плані призвело до співвідношення, що співпадає у випадку контакту абсолютно 

провідних круглих включень з відомим асимптотичним розв’язком [33, 51]. 

 

4.3. Узагальнення асимптотичного розв’язку теорії змазки для 

непровідних круглих включень з інтерфейсом [9] 

  

В записаному у термінах  -перетворення співвідношенні приведеного 

параметра для включень гранично великих геометричних розмірів 1a   і 

провідності 1   оцінимо асимптотично еквівалентною функцією вираз: 

 

  
  1f     2f      0f    1f      2f       0f    

 

Рисунок 4.4 – Графіки 
асимптотично еквівалентних при 

1
~
  функцій 

 

Рисунок 4.5 – Графіки похідних 
асимптотично еквівалентних  

при 1
~
  функцій 
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       3 0

2 ln
f 1 2 ~ 2 f

1

  
      

 
  при 1

~
 ,  (4.11) 

 

де розкладення в ряди функцій у лівій та правій частинах рівності співпадають із 

точністю до членів порядку  4~
1   включно. 

Тоді знаходимо асимптотичний вираз приведеного параметра у разі 

контакту непровідних круглих включень з інтерфейсом у вигляді: 

 

     1

0

кр. і.

2 ln ln 2
q

  



.  (4.12) 

 

Отримане асимптотичне співвідношення приведеного параметру (4.12) для 

непровідних включень, що торкаються  1a   по тонкому прошарку, є інверсією 

виразу для абсолютно провідних включень аналогічної структури: ці розв’язки 

алгебраїчно точно задовольняють теорему Келлера [39]:         
1

0 1

кр. і. кр. і.q q


   . 

 

4.4. Асимптотичні розв’язки для композитів із криволінійними 

ромбічними включеннями за наявності прошарку на межі розділу фаз [10] 

 

Для композита з високопровідними криволінійними ромбічними 

включеннями, що торкаються за наявності тонкого прошарку на межі розділу фаз 

(рис. 4.6), розв’язок задачі за ТЗМ має місце при 2  і не може бути в явному 

вигляді використаним для оцінок узагальнених провідностей (4.4), (4.5) при ~1.  

Математичний алгоритм розв’язку в 

даному випадку базується на використанні 

теореми Келлера [39], виконанні необхідних 

перетворень співвідношення ТЗМ та оцінці 

отриманого виразу ефективного параметра 

 1

1q 2 f     за допомогою асимптотичного 

співвідношення (4.9). Тоді для композиту з 

криволінійними   ромбічними     включеннями  

Рисунок 4.6 – Композит  

з високопровідними 

криволінійними ромбічними 

включеннями з інтерфейсом 
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абсолютної провідності, що торкаються по тонкому інтерфейсу на межі розділу 

фаз, приведений параметр теплопровідності отримуємо у вигляді: 

 

  
   
кр. ромб. і.

2 ln ln 2
q

  



.  (4.13) 

 

Схема асимптотичного дослідження ефективного коефіцієнта провідності 

композитів з криволінійними ромбічними включеннями великих розмірів a 0  

і низької провідності 1 , що торкаються по тонкому прошарку на межі 

розділу фаз, ідентична описаній вище і приводить до такого результату: 

 

   

 
0

кр. ромб. і. 1
q

2 ln ln2




 
.  (4.14) 

 

4.5. Асимптотичний розв’язок для гексагонального масиву круглих 

включень з інтерфейсом за допомогою апарату асимптотично 

еквівалентних функцій, визначених у термінах  -перетворення [10] 

 

Для гексагонального масиву круглих 

включень з інтерфейсом у граничному випадку 

розміру включень 1a   (рис. 4.7) головний член 

асимптотичного розкладення (3.14) у термінах  -

перетворення аргументу представляється у вигляді:  
 

 1

3
q f

2


   ,  де   1

1
2

1f
1

1
1

 

  
 


 

.     (4.15) 

 

Використовуємо оцінки:     

 при 1
~
 :  

 

 

   

 
 

1 43 2
1

1 01 4
1 1 2

2 1 22
f ~ f

1 ln1

  
   

    

;   (4.16) 

 при  : 
   

   

1 43 2

1 4
1 2

2 1 2
~

ln 21 ln

   

   

,  (4.17) 

Рисунок 4.7 – Композит  

гексагональної структури  

з тонким інтерфейсом  

на межі розділу фаз 
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де апроксимуюча функція  ~f0  в (4.16) коректно описує  ~f1  в околі точки 

1;   розкладення в ряди функцій  ~f1 ,  ~f0  співпадають з точністю до членів 

порядку  41
~
  включно. Тоді отримуємо вираз приведеного параметра 

композиту гексагональної структури з абсолютно провідними включеннями 

  гранично великого розміру a 1  і тонким прошарком на межі розділу фаз: 
 

  
 

 гекс. і.

3
q

2 ln ln2

 


 
.  (4.18) 

 

Адекватність запропонованої моделі та її математичного апарату 

підтверджується збігом головного члена асимптотики з отриманим в роботі [51] 

результатом. 

 

4.6. Асимптотична оцінка ефективної провідності гексагонального 

масиву непровідних круглих включень за наявності інтерфейсу на межі 

розділу фаз [10] 

 

Для визначення приведеного параметра гексагонального масиву 

непровідних круглих включень великих геометричних розмірів з інтерфейсом 

застосовувалася теорема Келлера [39] і такі оцінки: 
 

 

 

  

 

11

421

31

2

2 1 ln1
~

2
2 1

     



 

 при 1
~
 ; 

  

 

11

42

3

2

2 1 ln 1
~ ln

2
2 1

    



 

 при 0 . (4.19) 

 

Вираз приведеного параметра у разі контакту непровідних включень за 

наявності тонкого інтерфейсу на межі розділу фаз композиту отримано у вигляді: 
 

     1

0

гекс. і.

2 ln ln2
q

3

  



.  (4.20) 

 

Співвідношення (4.18), (4.20) для абсолютно провідних та непровідних 

включень гранично великого розміру 1a   з тонким прошарком на межі розділу 

фаз задовольняють теорему Келлера [39]: 
        

1
0 1

гекс. і. гекс. і.q q


    . 
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РОЗДІЛ 5 

АНАЛІЗ УМОВ КОНТАКТУ «МАТРИЦЯ – ВКЛЮЧЕННЯ» 

В КОМПОЗИТНИХ СТРУКТУРАХ  

 

5.1. Моделі двофазних волокнистих композитів, що описують умови 

контакту «матриця – включення» [9] 

 

В силу конструкційних, технологічних або інших структурних 

особливостей волокнистих композиту можливі 3 різні граничні випадки їх 

структури: 

 існує деякий каркас із матеріалу матриці провідності м , в який 

вставлені круглі включення провідності в . В цьому випадку не відбувається 

контакту круглих фаз: між ними залишається тонкий прошарок із матеріалу 

матриці (рис. 5.1); 

 каркас із матеріалу провідності в  зі вставленими криволінійними 

ромбічними включеннями з провідністю м . Тоді здійснюється контакт круглих 

фаз (рис. 5.3); 

 на межі розділу фаз є тонкий прошарок (інтерфейс), провідність якого 

дорівнює середньому значенню провідностей матеріалів в  і м , тобто 

 в м 2    (рис. 5.5). 

                   

 

З математичної точки зору наведені на рис. 5.1, 5.3 і 5.5 випадки контакту 

«матриця – включення» описуються різними узагальненими функціями 

Рисунок 5.1 – Структура композиту: 

каркас із матеріалу матриці  

з круглими включеннями 
  

Рисунок 5.2 – Функція провідності у 

разі розділених прошарком матриці 

круглих включень 
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провідності. Вигляд таких залежностей у довільному радіальному перерізі 

комірки схематично проілюстровано відповідно на рис. 5.2, 5.4 і 5.6. 

                   

 

                   

 

При визначенні ефективних параметрів композитів питання наявності чи 

відсутності нескінченно тонкого інтерфейсу на межі його фаз не є принциповим 

до того часу, поки розміри включень не досягають свого граничного значення, а 

їх провідність не наближається до нескінченно малої чи нескінченно великої. 

Якщо ж 0  або   і a 1 , то умови контакту «матриця – включення» 

істотно впливають на ефективні характеристики композиту. 

 

5.2. Асимптотичні наближення в моделях двофазних волокнистих 

композитів та фізична еквівалентність структур [10] 

 

При теоретичних дослідженнях композитних матеріалів ефективні 

параметри визначають не в абсолютних, а у відносних величинах – зазвичай, 

відносно провідності матриці. Однак для значного класу композитів регулярної 

Рисунок 5.3 – Структура композиту: каркас 

із матеріалу включень із криволінійними 

ромбічними вставками 
 

Рисунок 5.4 – Функція 

провідності у разі контакту 

круглих включень 

Рисунок 5.5 – Структура композиту: тонкий 

прошарок на межі розділу фаз, що 

характеризується середнім значенням 

провідностей матриці та включення 
  

Рисунок 5.6 – Функція 

провідності в разі контакту 

фаз по прошарку із середнім 

значенням провідностей 
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структури поняття матриці та включень є відносними та залежать від їх вибору 

дослідником. 

Наприклад, композит, зображений на рис. 5.7, 

можна трактувати як структуру з ромбічними 

включеннями із загостреними кутами, так і як масив 

з ромбічними включеннями із округленими кутами. 

Другий важливий момент досліджень – 

математичний опис фізичних характеристик (у 

даному випадку – теплопровідності) матриці та 

включень композиту. 

 

Очевидно, що терміни «абсолютно провідні» і «непровідні» включення, що 

широко використовуються в механіці композитів, є не чим іншим як 

математичною ідеалізацією – реальні властивості фаз композиту в таких 

випадках було б більш точним описати за допомогою співвідношень:

в м в м 1           або  в м в м 1         . 

Однак якщо змінити нормування у цих співвідношеннях, тобто визначати 

  не відносно провідності матриці, а відносно провідності включень, або (що те 

ж саме) змінити ролі фаз «включення» – «матриця», то структура з «абсолютно 

провідними» включеннями вже описуватиметься як масив з «непровідними» 

вставками, і навпаки (рис. 5.8). 

Рисунок 5.8 – Фізично еквівалентні композитні структури 

Рисунок 5.7 –  

Композитний матеріал 

регулярної структури 

  
а) Композит з високопровідними 

ромбічними включеннями 

із загостреними кутами: 

м I   , 
в II   , 

 1 в II

м I

1
 

   
 

 

б) Композит з низькопровідними 

ромбічними включеннями із 

закругленими кутами: 

м II   , 
в I   ,  2 в I

м II

1
 

   
 
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Очевидно, що обидві наведені на рис. 5.8 моделі описують один і той самий 

реальний композит, тобто з фізичної точки зору є еквівалентними. Ефективні 

параметри  1
еф ,  2

еф  фізично еквівалентних композитних структур зв’язані 

співвідношенням:  

 

          1 2 1

еф еф

     . (5.1) 

 

5.3. Асимптотичні представлення ефективних параметрів композитів 

різної структури [10] 

  

Використовуючи співвідношення для фізично еквівалентних композитних 

структур  та знайдені асимптотичні вирази ефективних параметрів композитів із 

круглими та криволінійними ромбічними включеннями у випадках їх гранично 

великої і малої провідності, можна, узагальнивши їх, отримати головні члени 

асимптотик для фізично еквівалентних структур (табл. 5.1). 
 

Таблиця 5.1 – Асимптотичні вирази ефективних параметрів композитів 

різної структури 
 

Структура 

композита  

Асимптотичний вираз 

ефективного 

параметра 

Структура композита  

Асимптотичний вираз 

ефективного 

параметра 

1. Круглі абсолютно провідні включення 

  

2. Круглі непровідні включення  
0  

 

1.1. Контакт по 

матеріалу матриці 

(криволінійним 

ромбам) 

кр.

кр. ромб.


 


 

q
2


     (3.4)  

2.1. Контакт по 

матеріалу матриці 

(криволінійним 

ромбам) 

кр.

кр. ромб.


 


 

2
q





  (3.6) 

 

1.2. Контакт по 

матеріалу включень 

(колам) 

кр.

кр. ромб.


 


 

2
q





   (5.2) 

(із (3.12), (5.1)) 
 

2.2. Контакт по 

матеріалу включень 

(колам) 

кр.

кр. ромб.


 


 

q
2


    (5.3) 

(із (3.10), (5.1)) 
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Кінець таблиці 5.1 

 

1.3. Інтерфейс: контакт  

по матеріалу із 

середнім значенням 

провідностей матриці 

та включень 

кр.

кр. ромб.


 


 

q
2ln





 (4.10)  

2.3. Інтерфейс: контакт  

по матеріалу із 

середнім значенням 

провідностей матриці 

та включень 

кр.

кр. ромб.


 


 

12 ln
q

 



 (4.12) 

3. Криволінійні ромбічні абсолютно 

провідні включення   
4. Криволінійні ромбічні непровідні 

включення 0  

 

3.1. Контакт по 

матеріалу матриці 

(колам) 

кр. ромб.

кр.


 


 

q
2


     (3.10) 

 

4.1. Контакт по 

матеріалу матриці 

(колам) 

кр. ромб.

кр.


 


 

2
q 


    (3.12) 

 

3.2. Контакт по 

матеріалу включень 

(криволінійним 

ромбам) 

кр. ромб.

кр.


 


 

2
q





   (5.4) 

(із (3.6), (5.1)) 

 

4.2. Контакт по 

матеріалу включень 

(криволінійним 

ромбам) 

кр. ромб.

кр.


 


 

q
2


    (5.5) 

(із (3.4), (5.1)) 

 

3.3. Інтерфейс: 

контакт по матеріалу 

із середнім значенням 

провідностей матриці 

та включень 

кр. ромб.

кр.


 


 

2ln
q





  (4.13)  

4.3. Інтерфейс:  

контакт по матеріалу  

із середнім значенням 

провідностей матриці 

та включень 

кр. ромб.

кр.


 


 

1
q

2ln 





 (4.14) 

 

Аналіз наведених у табл. 5.1 асимптотичних виразів показує, що вони, 

обрані попарно відповідним чином, задовольняють так званій формулі 

«додаткових систем», отриманій А. М. Дихне, яку можна трактувати як 

узагальнення відомої формули Дихне для композитів з рівнопредставленими 

фазами [52]:    еф еф 1 2c 1 c       при c 1 2 , де c  – концентрація включень. 



79 

РОЗДІЛ 6  

ПОБУДОВА ВИЩИХ НАБЛИЖЕНЬ ФОРМУЛИ МАКСВЕЛЛА 

 

6.1. Суть двофазної моделі волокнистого композиту з малими 

включеннями квадратного перерізу [12] 

 

Запропонована двофазна модель композиту (ДФМ), фізична суть 

ідеалізації в рамках якої визначається малими геометричними розмірами 

включень 1a   і полягає в наступному: форма вставок не надає принципового 

впливу на осереднену теплопровідність, тому що її значення визначається 

переважно концентрацією включень, а не їх формою; умови періодичності не 

будуть істотно впливати на провідність структури поблизу включення. 

Математичний опис ДФМ здійснюється із застосуванням асимптотичних 

спрощень МЗФМ і методу послідовних наближень (альтернуючого методу) 

Шварца (МШ) [53] шляхом апроксимації квадратного контуру включення з 

послідовним уточнюванням його форми (рис. 6.1, 6.2). 

 

Рівняння перетвореного контуру включення з округленими кутами в 

полярних координатах ,r  записується на проміжку  0; 2   у вигляді: 

  
_ _ _ Контур квадратного 

включення i  

____ Контур включення з 

округленими кутами i  

_ _ Контур включення в нульовому 

наближенні  0

i

~
  

____ Контур включення у першому 

наближенні  1

i

~
  

Рисунок 6.1 – Апроксимація 

квадратного включення 

Рисунок 6.2 – Апроксимації контуру 

включення в нульовому та першому 

наближеннях 



80 

  

   

 

   

4 2 2a 2 2 cos a cos при 0; 8

r 2 2 a 2 2 при 8; 3 8

4 2 2a 2 2 sin a sin при 3 8; 2

        



      


        


.  (6.1) 

 

Перетворення квадратного контуру за МЗФМ здійснюється в спосіб: 

 ...4cos1a~r 1  . Як малий параметр прийнята величина: 

 1 a a a 0,0517     . 

 

6.2. Розв’язок задачі методом Шварца на основі двофазної моделі для 

композиту з квадратними включеннями малого розміру [12] 

 

Розв’язок локальної задачі з урахуванням (01) та (02) наближень МШ 

представляється у вигляді: 

 

           02
1

01
1

02
12

02
11

01
11 uuuuuu   , де  (6.2) 

     




















y

u

x

u
Au 00

*0101
1

;    



























22

0

22

0
*0101

1
y

u

x

u
Bu ;  (6.3) 

     *02 02 0 0
1 0

u u
u B

x y

  
     

  
 (6.4) 

     
*02 0 0

n

n 1

u u
B sh n cos n ch n sin n sh n cos n ch n sin n

x y





  
                   

  
 ; 

           
2 2

* * * * *01 01 02 02 02 2

0 n n n

1 a1 1 a 1
A ; B ; B ; B C a S

1 1 1 4 1

       
        

       
;  

  
   

nsh

eninEImeninEIme
S

n
1

n
1

n

n







,  (6.5) 

де 1i  ; 1EIm  – уявна частина інтегральної показової функції [47]. 

З урахуванням розв’язків (6.2)-(6.5) приведений коефіцієнт за ДФМ з 

точністю до членів порядку 
2a  включно має вигляд:    2

ДФМq 1 2 1 a 1 .       
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Визначено область застосування знайденого в рамках ДФМ виразу, і на 

підставі чисельних оцінок запропоновано критерій того, яке включення можна 

вважати «малим». 

 

6.3. Побудова ітерацій вищих порядків методу Шварца в рамках 

двофазної моделі композиту [12] 

 

Продовжуючи в рамках ДФМ ітераційний процес за МШ, будуємо (03) та 

(04) наближення. У (03) наближенні треба зняти нев’язки, які дає на контурі 

включення функція    




















y

u

x

u
Bu 00

*02
0

0.02
1

. У (04) наближенні знімаємо 

нев’язки, які дає функція  0.03
1u  на зовнішньому контурі матриці. Продовження 

ітераційного процесу за МШ дає після виконання n2  ітерацій вираз для 

осередненого коефіцієнта у вигляді ряду, згортаючи який за умови a 1,  

приходимо до співвідношення ФМ [30]: 

  

  
   

 

2 22 n

2n 2 4 2n

2 2

1 a 1 a1 1 1
q 1 2 a 2 a ... 2 a ...

1 1 1 1 a 1 a

           
         

            
. (6.6) 

 

Застосування ДФМ і МШ дає можливість аналітично показати, що 

головний член асимптотичного розкладення приведеного параметра для 

квадратних включень малої концентрації представляє собою ФМ і співпадає з 

верхньою межею Хашина – Штрікмана [41, 42] при 0 1    та з нижньою – при 

1 .    

 

6.4. Побудова вищих наближень формули Максвелла для 

волокнистих композитів із круглими включеннями [13] 

 

Побудовані вищі наближення та знайдені аналітичні вирази, що 

уточнюють ФМ, для волокнистих композитів із круглими включеннями. За         
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N-ітераційною процедурою МШ отримано вираз ефективного коефіцієнта 

теплопровідності  ШВ N
q  у вигляді: 

 

 
 

 

  

22 6 2

ФM 1 22ШВ N
2 2

11 a 1 a
q q

1 4 1 41 a 4 1 a 4

        
     

         

, де  (6.7) 

   
  









 




1n
2n2

4n82n41n

1
1

!1n41n22

a1
S





 ; 

   
    

m 1 4m 2 8m 4

2 j

1 j 1 m 1

1 j a
S j

2m 1 4m 1 ! 4m 3 !

    

  

 
  

  
    

        
       

  

4m 4k n 1 4n 2 8n 4m
4m 2 k 1

2k 2 2n 1
k 1 n 1

4k 3 ! 1 a
S 1

2 sh 2 2n 1 4n 1 !

   
  

 
 

    
    

   
 

  . (6.8) 

 

Знайдений вираз приведеного коефіцієнта асимптотично, з точністю до 

членів порядку 14a  включно, задовольняє теорему Келлера [39]. При цьому сума 

головної частини асимптотичного розкладення ФМq  та першої поправки до нього 

1  задовольняє теорему Келлера до членів порядку n2a  включно за будь-яких 

значень n . Похибку вносить уже друга поправка 2 , порядок якої за малих 

значень a  становить 16a . 

 

6.5. Аналіз меж застосування розв’язку за N-ітераційною процедурою 

методу Шварца та асимптотична оцінка поправки формули Максвелла [13] 

 

У виразі (6.7) головною частиною асимптотичного представлення 

приведеного параметра є ФМ ФМq , а 1  і 2  являють собою поправки, порядок 

яких 10a  й вище; тобто, мінімальний порядок поправки ФМ становить 10a :  

 

 
   

 
 

 
2 2

10 10

ФMШВ N 2 2

1 a 4 1 a 4
q q O a O a

1 a 4 1 a 4

     
   

     
. (6.9) 

 

Цей висновок якісно збігається з результатом, отриманим у статті [31] для 

випадку непровідних включень (порожнин). 



83 

З урахуванням членів порядку 18a  включно виконано асимптотичний і 

кількісний аналіз результатів розрахунків ефективного параметра (6.7), (6.8) для 

різних значень розмірів та провідності включень. Показано, при великих 

розмірах включень ( 8,0a  ) великої  10     або малої  0 0,1    

провідності суттєвим є вплив контрастності фаз композиту й істотно впливає 

поправка, знайдена МШ. При розмірах включень, близьких до граничних 

 a 1 ,  гранично великої    або гранично малої  0  провідності, ні 

співвідношення Максвелла, ні N-ітераційній розв’язок за МШ не дають 

достовірної картини поведінки приведеного параметра – про це свідчить 

розбіжність результатів розрахунків з даними обчислень за асимптотичними 

розв’язками [5, 33]. 

В зв’язку з цим стає очевидним, що МШ не дозволяє отримати розв’язок, 

що коректно описував би ефективні характеристики композиту при будь-яких 

значеннях його фізико-геометричних параметрів. Врахування наступних членів 

розкладення у розв’язку за N - ітераційною процедурою МШ ситуацію, зрозуміло, 

не виправить: їх порядок буде  18o a , порядок асимптотики вони не змінять і 

принципово на асимптотичне розкладення не вплинуть. Отже, знайдений за МШ 

розв’язок потребує модифікації. 

 

6.6. Уточнення формули Максвелла із застосуванням техніки Паде-

апроксимацій [14] 

 

Представимо вираз приведеного параметра за МШ у вигляді: 

 

j 232 4 10 29

3
j 1

1 a 1 a 1 a
q 1 2 1

1 4 1 4 1 4

            
        

         
  

 
     

4 8 3 6
1 2 11

1 1 24 3

a 1 a

4 1 4

    
      

  
, (6.10) 

 

враховуючи члени, порядок яких не перевищує 18a  при n 2, m 1   в рядах: 
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   
  !1n41n2

21
S

2n61n
1n4

1

n
1













 

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   

    
 

  

m 1 n 18m 4 6n 3
mn

2

1 2 1 2

2m 1 4m 1 ! 4m 3 ! 2n 1 4n 1 !

   
  

    
 

    
   

4m 4k
m

4m 2 k 14m 1 4n 1

j 2k 2
j 1 1 k 1

4k 3 !
S j S 1

2 sh


 

   


  

  
    

 
 

   . (6.11) 

 

Розкладення Шварца – Паде (ШВ-П) знаходимо у спосіб: 

 перебудовуємо вираз (6.10) у Паде  0 18  за розміром включення a , 

тобто записуємо так звану «зворотну» складову  [0/18]q , a ; 

 перебудовуємо в Паде  018  за розміром включення a  вираз 

 1 1

[18/ 0]q , a  , отримавши «пряму» складову; 

 зрощуємо Паде-апроксиманти  [0/18]q , a  і  1 1

[18/ 0]q , a   за 

провідністю включень   у триточкову АП:  
   1 1

[18 / 0] [0 /18]
q , a q , a

q a , .
1 1

   
  

   
 

Тоді отримуємо аналітичний вираз приведеного параметра 

теплопровідності ПШВq  , знайдений методом ШВ-П: 

 

         
3 8 5 129

2 1 11 2j 3 4 4 3

ШВ П 1 2 12 4
j 1

1 a a
q 1 2 a 1 1 2

1 4 4




  
                 
   

  

           

1
4 3 8 3 5 129

j 2 1 11 23 4

1 2 12 4
j 1

a a
1 2 a 1 1 2

1 4 4





     
             
   

 , (6.12) 

 де 
21 a

1 4

  
 

 
;  1 3

1

1

8
S

3





   ;  2 7

1

1

64
S

945





    ; (6.13) 

   
 

2

211 3 3

2 j

1 j 1

132
S S j

9 sinh


 

 

 
    
 
 

  . 

 

На рис. 6.3-6.5 наведено графіки осередненого коефіцієнта, обчисленого за 

методом ШВ-П (6.12), (6.13), порівняно з узагальненим наближенням МШ, ФМ 

та відомими асимптотичними розв’язками інших авторів. У табл. 6.1 

представлено дані розрахунків ПШВq   для включень великих розмірів, близьких 
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до граничних, великої провідності (включаючи ідеально провідні), у порівнянні 

з асимптотичними розв’язками інших авторів. 

  
Рисунок 6.3 – Приведений 

коефіцієнт для включень малої 

провідності 
3102   

Рисунок 6.4 – Приведений 

коефіцієнт для абсолютно  

провідних включень   
 

 
Рисунок 6.5 – Приведений коефіцієнт для включень  

гранично великих розмірів 995,0a   
 

Таблиця 6.1 – Результати розрахунку різними методами ефективного 

коефіцієнта для включень великих розмірів і великої провідності 
 

Провідність включень 510   

Розмір включень a   
асимптq


 [33] ТФММq  
ШВ Пq   фq  (6.8.90) [54] 

0,99 20,1233 20,8685 21,2048 21,3804 

0,991 21,3212 22,0828 22,4021 22,6170 

0,995 29,3006 30,1366 29,1710 30,7820 

0,996 32,8446 - 31,6260 34,5375 

Провідність включень   

Розмір включень a   
асимптq


 [33] ТФММq  
ШВ Пq   фq  (6.8.90) [54] 

0,99 20,1286 21,0343 21,3190 20,2645 

0,991 21,3273 22,2524 22,5311 21,4676 

0,995 29,3137 29,2098 29,4004 29,4742 

0,996 33,0177 31,7631 31,8990 33,1837 
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Розв’язок ШВ-П асимптотично, з точністю до членів порядку 14a  включно, 

задовольняє теорему Келлера та потрапляє у «вилку» Хашина – Штрікмана. 

Перетворення N-ітераційного розв’язку МШ за допомогою техніки АП 

значно розширює сферу його застосування: вираз ШВ-П ефективного 

коефіцієнта (6.12), (6.13) адекватно описує якісний характер його зміни в області 

граничних значень геометричного та фізичного параметрів композиту і в 

абсолютному виразі працює з достатньою для практичних цілей точністю для 

включень будь-який провідності ( 0 ,  ) при їх розмірах 0 a 0,996.   

 

6.7. Асимптотичне осереднення вищого порядку для динамічних 

задач [15] 

 

1) Побудовані наближення вищого порядку для неоднорідної системи з 

неперервними параметрами. 

Розглядається задача Неймана на власні значення: 

 

  
d du

a x pu 0
dx dx

 
   

 
;   

du
0

dx
   при  x 0, x 1  ,  (6.14) 

 

де    a x a x 1    ,  0 10 a a x a    ,  u x  – власна форма, p  – власне 

значення (спектральний параметр). 

Розв’язок задачі представляється у вигляді асимптотичних рядів за 

степенями малого параметра   і після виконання чотирьох наближень приводить 

до таких результатів щодо власних форм і власних значень:  

 

  0 0u u x ;  0u Acos nx , n 1, 2, 3, ...   ; (6.15) 

 
1

1 10
1 f1 f1 h

0 0 0

du 1
u u , де u a a d a d d

dx 2

 

 
  

        
   
   , 

1

1

h

0

a a d





 

  
 
 ; (6.16) 

  
2

0
2 f 2 2

d u
u u

dx
  , де    f 2

1 1
u 1

12 2
       (6.17) 
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1 1

1 1 1

h h

0 0 0 0 0 0 0

1
a a d d a d d d a a d d

2

    

  
        

                            
       ; 

 
2 2

0 hp n a  ; 1p 0 ; 2 2

2 0p n p   , (6.18) 

де    
1 1

1

h f1 f1

0 0 0 0

a a u d d u d d

 


   

          
   
    . 

 

Знайдене після осереднення рівняння третього наближення значення 1p 0  

підтверджується результатами досліджень [55, 56]. 

2) Система з періодично сконцентрованими дискретними елементами. 

Розглядається задача про поздовжні коливання стрижня з точковими 

масами M ; кількість мас дорівнює 2n 1 ;  1 2 2n 1   (рис. 6.6). 

 

Рисунок 6.6 – Стрижень із точковими масами 
 

Рівняння поздовжніх коливань стрижня записується в безрозмірній формі 

таким чином: 

 

  
2 2 2 n

2 2 2
i n

u u u
m i 0



  
      

  
 ; u 0  при 1   ;  (6.19) 

  
2

2

k

u u u
m k 0, 1, 2, , n ; u u

 
 

 

  
      

  
,  (6.20) 

 

де 
 

k 0
u lim u



 
 ;  i     – дельта-функція Дірака [47]. 

Для випадку власних коливань розв’язок задачі у вигляді асимптотичних 

рядів за степенями малого параметра   для випадку малих мас m    

визначається з урахуванням трьох наближень співвідношеннями: 

 

 
     2

0 12 30 1 0 0
0

m 2 3 52k 1 m u 1 u
u cos

2 2 6

         
    


; (6.21) 
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 

 

 

 

2 4 2

12

32 2
1 1

2k 1 2k 1 m

4 1 m 192 1 m

            
 

, де 
1

1m m  . (6.22) 

 

3) 1D кусково-неперервна система. 

В даному випадку задача зводиться до дисперсійного трансцендентного 

рівняння [57, 58]: 

 

      cos 2 R cos cos Bsin sin       , (6.23) 

де 
2 1

B
2

 



; 

 

1

1 c d

r

 
  ; 

 
1

2

cr

1 c r
 


; 

m m

in in

E

E


 


; 

m

1 m

E
r 


; 

in

2 in

E
r 


; 

vR L d ; vL  – довжина хвилі; d  – довжина комірки. 

 

Для низькочастотних коливань висококонтрастних композитів з 

включеннями сумірної довжини має місце асимптотичне представлення [59] 

 

    a
a 2 a 2

2
cos cos sin

R 2

  
        

 
 (6.24) 

 

і приблизна оцінка: 

 

          
1

2sin a 1
R 2ba

  
    

   
. (6.25) 

 

Подані на рис. 6.7 результати 

розрахунків вказують на достатню точність 

як асимптотики (6.24), так і приблизної 

оцінки (6.25) для 100  , 0,01   щодо 

опису низькочастотних коливань 

висококонтрастних композитів з 

включеннями сумірної довжини. 

 
 (6.23)    (6.24)   

 (6.25) 
 

Рисунок 6.7 – Порівняння 

чисельного та асимптотичного 

розв’язків для випадку високої 

контрастності 
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РОЗДІЛ 7  

ПРИКЛАДЕННЯ ТЕХНІКИ НЕГЛАДКОГО ПИЛКОПОДІБНОГО 

ПЕРЕТВОРЕННЯ АРГУМЕНТУ ДО РОЗВ’ЯЗКУ  

ЗАДАЧ МЕХАНІКИ ПЕРІОДИЧНОЇ СТРУКТУРИ 

 

7.1. Поняття  -перетворення та його основні математичні 

співвідношення [9, 16, 17] 

 

За визначенням 4-періодична кусково-лінійна (пилкоподібна) функція 

 τ τ x  описується на періоді співвідношеннями [48, 49]: 

 

  
   

     
1

2

k x при 1 x 1
τ x

k x 2 при 1 x 3

       
      


,  (7.1) 

 

де    1 2k 1 1 , k 1 1 , 1 1          ,   – параметр, що характеризує нахил 

зубів «пили» (рис. 7.1). 

 

 

Значення 0   відповідає симетричній пилкоподібній функції [60]. 

Використання функції  τ τ x  як нового аргументу дозволяє представити 

будь-яку неперервну 4a -періодичну функцію  f x  у вигляді: 

Рисунок 7.1 – Графік пилкоподібної 

функції  τ τ x  

Рисунок 7.2 – Графік похідної 

пилкоподібної функції  τ x  
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      f x P Q      , де  τ τ x a ; (7.2) 

            P 0,5 1 f 1 a 1 f 2 1 a                 ;  (7.3) 

          2Q 0,5 1 f 1 a f 2 1 a                .  (7.4) 

 

Сформулюємо властивості τ -функції, вважаючи, що функція  f x  в (7.2) 

є 4-періодичною; для 4a-періодичних функцій слід замінити:    τ x a τ x a . 

1) Функція  x  – похідна функції  τ x  – має розриви першого роду в 

точках x :  τ x 1  ; у цих точках функція не диференційована у класичному 

сенсі (рис. 7.2). 

2) Похідна функції  f x  (7.2) визначається співвідношенням 

2df
P Q Q

dx
          , тобто містить сингулярний член Q   – особливість типу 

 -функції Дірака, локалізовану в точках x :  τ x 1  . При розгляді регулярних 

функцій сингулярний член слід виключити. 

3) Вираз функції 2  представляється у вигляді: 

 

 
     

     

2

2

2

1 1 при 1 x 1

1 1 при 1 x 3

         

 
      

,  (7.5) 

 або 
2

1 2
       , де    2 2

1 21 1 ; 2 1         . (7.6) 

 

4) Використовуючи вираз для 2  (7.6) знаходимо:  21        . У 

разі симетричної пилкоподібної функції маємо: 0    . З урахуванням 

отриманих співвідношень можна визначити значення похідної   у кутових 

точках «пили» x :  τ x 1   (рис. 7.2): 

 

 

   

     

 

2

1 1 при 1 x 1

τ 1 при x 1 , x 3

1 1 при 1 x 3

         


           

        

.  (7.7) 
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7.2. Застосування техніки несиметричного пилкоподібного 

перетворення аргументу до періодичних задач теорії пружності для 

шаруватих композитів [16] 

 

Застосування методу пилкоподібного перетворення аргументу до 

розв’язку періодичних задач теорії пружності продемонстровано на прикладі 

задачі для двофазного шаруватого композитного масиву [61, 62]. Будемо 

вважати, що структура є періодичною, наприклад, у напрямку осі Ox , і її період 

достатньо малий у порівнянні з характерним розміром масиву. 

За властивостями пилкоподібної функції (7.2)-(7.4) представимо 

коефіцієнти Ламе і масові сили, що діють на структуру, у вигляді єдиних 

аналітичних виразів, справедливих для всього шаруватого масиву: 

 

     * τ 1     ;    * τ 1    ;    *

XX τ X 1     ;  X Y Z  ,  (7.8) 

 

де  τ τ x a ; 4a  – період структури. 

Розв’язок періодичної задачі представляється у вигляді: 

           1 2
U U U ; U V W        .  

Періодичні сингулярні члени виключаються за умов: 

 

 2

1
U 0


 ; 

 

    
1

1 2

U
2 2 k k


           

 

 
 

     
2

2 2

1 2 1 1 2 2
1

U
2 k k 2 k k k k 0



               
; (7.9) 

 2

1
V 0


 ; 

 

 
 

   
1 2

2 2

1 2 1 2 1 1 2 2
1

V V
1 k k k k k k k k 0



                   
;  V W . 

 

Прирівнюючи коефіцієнти при базисних елементах 1 та  , отримуємо, що 

періодична задача теорії пружності для двофазного шаруватого композиту 

зводиться до крайових задач: 
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 

   

1 1

12
1 2

U 1 U 22

d U
T X T X

d
 


, 

 
   

2 2

22
1 2

U 1 U 22

d U
T X T X

d
 


;  (7.10) 

 
 2

1
U 0


 , 

   

1 2

1 2

U U

1

dU dU
T T 0

d d


  
  

   
, де (7.11) 

 
 

   1

2
1 2
U 2

1 2 1 1 1

a k
T

k k k 2


   
; 

 
 

1

2

1

1 U

U

2

T
T

k
  ;    

1 1

2 1

U UT T ,      
2 2

2 1

U UT T 1 2  ;    (7.12) 

    
1U 1 1 1 2 2 2T k 2 k 2        ,    

2

2 2

U 1 1 1 2 2 2T k 2 k 2        . (7.13) 

  i i i i iU V X Y , 2 , i 1, 2       ;  i iV W Y Z , i 1, 2   . (7.14) 

 

Визначено умови самоурівноваженості масових сил на періоді: 

   
1

(1)

1

X dτ 0; X Y Z


     та умови виключення із періодичного розв’язку 

«повільної» (середньої) складової:    
1

(1)

1

U dτ 0; U V W


    . 

Графіки переміщення  V   на періоді залежно від різних співвідношень 

геометричної та жорсткої характеристик фаз композиту представлені на рис. 7.3 

(  визначає геометричну характеристику композиту, 1 2,   – жорсткісну, за 

допомогою 1 2r , r  задаються масові сили). 

      

 

Напруга xy  визначається співвідношенням (рис. 7.4): 

Рисунок 7.3 – Графіки переміщення  

 V   при 1 20,9, 1, 0,05       

Рисунок 7.4 – Графіки напруги  

xy  при 1 20,9, 1, 20       
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 
 

 
 1 2

1 2
xy 1 2 1 1 2 2

1 2

k k V V
k k

k k

  
         

   
 

  
 

 
 1 2

2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

1 V V
k k k k

k k

  
       

   
. (7.15) 

 

Розглянуто граничні випадки крайових задач (7.10)-(7.14) й отримано 

асимптотики залежно від жорсткісних і геометричних характеристик композиту. 

 

7.3. Дослідження нелінійного осцилятора при параметричному 

імпульсному збудженні з використанням   - перетворення за часом [17] 

 

Розглядається осцилятор Дюффінга при параметричному імпульсному 

впливі: 

 

  
  3e t ,

x p q x x 0
t

  
     

 
,  (7.16) 

 

де 1   – малий параметр; p  і q  – постійні параметри; параметричний 

імпульсний вплив описується співвідношенням: 

 

 
   

   
2

2 2
k

e t , t , 2
t 1 4k t 1 4k

t t 1





    
              

 . (7.17) 

 

З використанням  -перетворення за часом періодичний розв’язок з 

періодом T 4  представляється виразом:      x t X Y e    , де  e t , t    . 

Тоді рівняння (7.16) перетворюється до вигляду: 

 

       
2 2

2 2 2

f1 X 2 Y 1 pX 1 R           
  

 (7.18) 

       
2 2

2 2 2 2

f1 3 Y 2 1 X 1 pY 1 I e 0              
  

, де 

     

 

2
2 2 3

f 22 2

6 1 3
I 3X Y XY Y

1 1

  
  

  
;  

 
3 2 3

f 22 2

3 2
R X XY Y

1 1


  

  
. (7.19) 
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Сингулярні члени в (7.18) виключені прийняттям умов: 

 

  
1

Y 0


 ;     2

1 1
X qX 2 Y X qX

 
          .  (7.20) 

 

Прирівнюючи нулю кожен із виразів у квадратних дужках (7.18), 

отримуємо систему рівнянь відносно X - і Y -компонентів розв’язку: 

 

      
2 2

2 2 2

f1 X 2 Y 1 pX 1 R          ;  (7.21) 

        
2 2

2 2 2 2

f1 3 Y 2 1 X 1 pY 1 I           . (7.22) 

 

Таким чином, розв’язок вихідного рівняння руху (7.16) звівся до розв’язку 

крайової задачі (7.20)-(7.22) в області 1 1    . В такому вигляді система не 

містить сингулярних функцій. Імпульсний вплив фігурує як член з коефіцієнтом 

q  у граничній умові (7.20).  

 

7.4. Асимптотичний і точний розв’язки задачі: чисельний аналіз та 

порівняння результатів [17] 

 

1) Для побудови асимптотичного розв’язку представлено функції X , Y  

і параметр p  у вигляді асимптотичних рядів за степенями малого параметра  . 

Розв’язки задач нульового та першого наближень  

 

 0 : 
2

0 0X X 0    ,  
2

0 0Y Y 0   ;   0 0
1

X qX 0


   ,  
0

1
Y 0


 ; (7.23) 

 
1 : 

2 3 2

1 j 1 0 j 1 0 j 0 j 0 j 0 jX X 2 Y p X X 3X Y        ,  (7.24) 

2 3 2

1 j 1 0 j 1 0 j 0 j 0 j 0 jY Y 2 X p Y Y 3Y X        ; 
1

1
Y 0


 ,  1 1 0 j

1 1
X qX 2 Y

 
      (7.25) 

 

приводять до співвідношень: 

 0 0A С A   ;    
2 2 2

j j2 2 2

j 2 22 2
jj

2 q 2q
p 3 A O

qq

   
        

   
 

.  (7.26) 
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Відповідні періодичні розв’язки отримуємо у вигляді: 

 

   j j j j2 2

j

2
x A qcos sin e 2 cos O

q

 
            

   

; 
j j , j 1, 3, 5, ...

2


   ; (7.27) 

   j j j j2 2

j

2
x A cos qsin e 2 sin O

q

 
            

   

; j j , j 1, 2, 3, ...    . (7.28) 

 

2) Між точками локалізації імпульсів рівняння (7.16) допускає точний 

розв’язок в термінах спеціальних функцій Якобі [47]. У припущенні 0   із 

(7.20)-(7.22) отримуємо крайову задачу, що має лише X -компоненту, розв’язок 

якої записується через функції Якобі у вигляді: 

 

   X cn u v m 0     ; (7.29) 

     u 2n 1 K m  ;     
2 2 2p 2n 1 K m , n 0,1, 2, ...    ; (7.30) 

   u 2n K m ;   2 2 2p 4n K m , n 1, 2, ...   , (7.31) 

 

де K(m) – повний еліптичний інтеграл першого роду [47];  2 2 2 2

j 0

1 3
u A

2
    


. 

Наведені на рис. 7.5 графіки точного та асимптотичного розв’язків 

підтверджують їх достатньо хорошу відповідність. 
 

    
       Точний розв’язок                     Асимптотичний розв’язок 

а) 0A 1            б) 0A 4  

Рисунок 7.5 – Точний періодичний розв’язок у термінах функцій Якобі 

та асимптотичний розв’язок;  j0,5; q 1,3; p 1; ; u 2K m           
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РОЗДІЛ 8 

МОДЕЛІ КОНТИНУАЛЬНОЇ АПРОКСИМАЦІЇ ДИСКРЕТНИХ СИСТЕМ 

 

8.1. Чисельне дослідження моделей континуальної апроксимації 1D 

лінійних хвильових процесів [18] 

 

Досліджується поширення хвилі в нескінченному дискретному ланцюжку, 

що складається з матеріальних точок з масами M , які знаходяться в точках осі 

x  з координатами jh, j 0, 1, 2, ...    і з’єднані пружинами жорсткості с  (рис. 8.1). 

В момент часу 0   одинична сила діє на масу з номером 0 у напрямку осі x .  
 

 
 

Рисунок 8.1 – Нескінченний ланцюжок мас 
 

Точний розв’язок дискретної задачі, з яким далі проводитиметься 

порівняння при оцінці різних континуальних апроксимацій, описує швидкість 

поширення хвилі в дискретному середовищі співвідношенням [63]: 

 

 
   

 j

2

d

0

dz sin 2 sin x1 1
V ( j, ) cos 2jx dx

d sin x



 
  

    . (8.1) 

 

Досліджуються моделі континуальної апроксимації: класична [64], 

проміжна [65], квазіконтинуальна [66, 67], уточнена квазіконтинуальна [68, 69].      

Проведено порівняльний аналіз швидкостей поширення хвиль для: 

 класичної континуальної апроксимації  ccV ,  : 

 

 
   

       
/2

cc

0

z , sin 2 x1 1 1
V , cos 2 x dx Si Si

x 2

   
                    ;  (8.2) 

 

 проміжної континуальної моделі  ciV ,  :  
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 
   

 

2

2 4

ci

0

z , sin 2 x1 1
V , cos 2 x dx, 1 1 3x 2 45x

x



    
        

    ; (8.3) 

 

 квазіконтинуальної апроксимації  qcV ,  :  

 

  
   

   
2

1
2 2

qc

0

z , sin 2 x1 1
V , cos 2 x dx, 1 1 3x

x



    
       

    . (8.4) 

 

 уточненої квазіконтинуальної моделі  qciV ,  : 

 

       
   

    
2

1
22 2

qci

0

z , sin 21 1
V , cos 2 x dx, 1 1 4 x

x




   

         
    . (8.5) 

 

Результати чисельного моделювання представленні на рис. 8.2-8.5.  

 

 

Рисунок 8.2 – Швидкість 
поширення хвиль при 2,0   

Рисунок 8.3 – Швидкість 
поширення хвиль при 100,0   

Рисунок 8.4 – Швидкість  
поширення хвиль при 100,0   

Рисунок 8.5 – Швидкість 
поширення хвиль при 2,0   
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Чисельні розрахунки показують, що всі розглянуті вище нелокальні теорії 

на якісному рівні достатньо добре описують поширення хвиль у дискретних 

середовищах, але класична континуальна апроксимація з кількісної точки зору 

не дає задовільних результатів. Недоліком проміжної континуальної моделі є 

високий порядок диференціального рівняння, що зумовлює необхідність 

формулювання граничних умов, які природно не випливають з фізичного змісту 

задачі. Квазиконтинуальне наближення дає результати, практично ідентичні 

отриманим на основі уточненого квазіконтинуального наближення. 

 

8.2. Перехід від дискретного до неперервного середовища: вплив 

зміни симетрії на асимптотичну поведінку хвиль [19] 

 

Розглядається решітка Лагранжа – система точок з масами M  в точках осі 

x  з координатами  jh j 0, 1, 2, 3,...    , які з’єднані пружними пружинами 

жорсткості с  (рис. 8.1). В момент часу t 0  всі маси в решітці перебувають у 

спокої, за винятком єдиної маси в точці x 0 , яка має переміщення 1.  

Розв’язок дискретної задачі записується у вигляді [70]: 

 

       
/h

m 2m

/h

h qh
y t J 2t cos 2tsin cos mhq dq

2 2





  
       

 ,  (8.6) 

 

де  2mJ 2t  – функція Бесселя першого роду цілого порядку 2m  [47]. 

Використання класичної неперервної апроксимації приводить до виразу: 

   

      
     /h

/h

sin t x h sin t x hh 1
u x, t cos qht cos qx dq

2 2 t x h t x h





    
   

     
 .  (8.7) 

 

Порівняння розв’язків по дискретній (8.6) та неперервній (8.7) моделям 

показують, що збіг тут, у кращому разі, на якісному рівні (рис. 8.6, 8.7).   



99 

   

 

Для покращення неперервної моделі хвильового руху решітки 

скористаємось апаратом АП, представивши: 

 

    
0

/h
h

u(u, t) cos 2tPA q cos mhq dq



    
,  (8.8) 

 де 
2 2 2 2 4 4

R1 R2

2 2 2 2 4 4

L1 L2

hz 1 h z h z
PA(z)

2 1 h z h z

 


 
; 

2
2

L1 2

8
0,04736

4

 
  


; (8.9) 

   2 4 2 4

L2 12 24 24 0,00763        ,    2 2 2

R1 12 6 0,01389        , 
2

R 2    0  . 

 

Фазова та групова швидкості неперервного наближення мають вигляд: 

 

  (1)

ph 1V F z , де  
2 2 2 2 4 4

R1 R2

1 2 2 2 2 4 4

L11 L1

1 h z h z
F z h

1 h z h z

 


 
; (8.10) 

 
     

  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4

L1 R1 L2 R2 L1 R2 L2 R1(1) 2 2

gr 1 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 4 4

L1 L2 R1 R2

2 h z h z
V F z 1 h z

1 h z h z 1 h z h z

           
  

     

. (8.11) 

 

На рис. 8.8, 8.9 проілюстровано у порівнянні фазову й групову швидкості 

дискретної моделі [64, 71] та її знайденого неперервного наближення. Результати 

для дискретних та неперервних моделей практично збігаються. 

  Неперервна модель (8.7) 
  Дискретна модель (8.6) 

   Неперервна модель (8.7) 

  Дискретна модель (8.6); крива умовно 
поєднує величини в дискретних точках 

 

Рисунок 8.6 – Порівняння 

розв’язків за дискретною і 

неперервною моделями при t 10  

 

Рисунок 8.7 – Порівняння розв’язків за 

дискретною і неперервною моделями для 

 x m, m 10 h    
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Рисунок 8.8 – Порівняння фазових 
швидкостей для неперервної  

та дискретної моделей 

Рисунок 8.9 – Порівняння 
групових швидкостей для 

неперервної та дискретної моделей 
 

З розв’язку дискретної задачі (8.6) видно, що при довільному малому t  всі маси 

починають переміщатися. Зміщення m -ої маси швидко зменшується зі збільшенням 

m , як показує головний член розкладання в ряд Маклорена функції Бесселя [47]: 

 

    
 

2m

m 2m

t
y t J 2t

2m 1


 
, де  2m 1  – гама-функція. (8.12) 

 

Асимптотику початкового руху отримаємо з виразу (8.8), розклавши 

підінтегральну функцію в ряд Маклорена і залишивши його перший член: 

 

  
   

   
 

2 4/h3 2
3 4

2 4

1 20

1 hq hqh t
u x, t cos xq dq

1 hq hq


 

   .  (8.13) 

 

Порівняння обчислень за формулами (8.13) і (8.12) для функцій 

   * 2u x u x,t t  та    * 2

2my m,t y 2t t представлені на рис. 8.10, 8.11. 

Таким чином, використання неперервних моделей, які описуються 

диференціальними рівняннями в частинних похідних низького порядку, 

дозволяє отримати коректну кількісну апроксимацію поведінки дискретної 

системи при великих t  і фіксованому x , а також поблизу квазіфронту. Показано 

хорошу відповідність опису хвильового руху дискретної решітки за 

неперервною моделлю, побудованою з використанням АП. 

 Неперервна модель (8.10), (8.11)   Дискретна модель (8.6) 
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Рисунок 8.10 – Функція  *u x   

при h 0,01  

Рисунок 8.11 – Функція  *y m,t   

при t 0,01 . Крива умовно поєднує 

величини в дискретних точках 
 

8.3. Апроксимація функції Гріна решітки Лагранжа неперервними 

аналогами [20] 

 

Розглядається питання апроксимації дискретної функції Гріна решітки 

Лагранжа неперервними аналогами [64, 72, 73]. Показано, що класичне 

неперервне наближення 
c

G  дає задовільні результати лише для низьких частот. 

Значно підвищити точність апроксимації при збереженні порядку рівняння в 

частинних похідних можна з використанням апарату двохточкових АП [58, 66, 

69, 74, 75], за яким функція Гріна набуває вигляду: 

 

  
c1 2 2

i
G exp i

2 1

 
  

   
, де   – частота. (8.14) 

 

Застосовуваний метод може бути використаним і для побудови моделей 

вищого порядку. Для апроксимації, яка включає похідні четвертого порядку за 

просторовою змінною, аналітичний вираз функції Гріна визначається у вигляді: 

 

        c2

i
G exp i

2
  


, де 

B C

A

 
  ;  2 2 2A 2 10 4 36         ; (8.15) 

 2 2 2A
B 8 4

2
         ;    

1 2
4 2 4 4 2 2 4C 48 576 8 192 2304 16                 

. 
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На рис. 8.12 криві 1 і 2 показують 

відповідно результати розрахунку за 

дискретною моделлю та класичним 

неперервним наближенням. Криві 3 і 4 

ілюструють відповідно функції 
c1

2 G i  

та 
c2

2 G i  й показують значне 

покращення апроксимації порівняно з 

класичним неперервним випадком. 

 

 

 

8.4. Про концепцію зосереджених сил у середовищах з 

мікроструктурою [20] 

 

Розв’язки класичної теорії пружності поблизу точок прикладення 

зосереджених навантажень можуть мати сингулярності, для усунення яких 

використовують перехід до різних варіантів градієнтної теорії пружності. Однак за 

такого підходу регуляризація приводить до підвищення порядку вихідної системи 

й отримані за допомогою градієнтних теорій пружності вирази надто складні.  

Запропоновано регуляризацію розв’язку шляхом зміни поняття зосередженої 

сили, а саме, заміною  -функції Дірака інтерполяційною функцією Уіттакера – 

Шеннона – Котельникова [76-78]. У цьому випадку використовується тільки один 

додатковий параметр, який характеризує мікрогетерогенність середовища. 

Розглянуто аналог задачі Фламана [79]. Знайдений з використанням 

комплексного аналізу [80] розв’язок не має особливостей і наближається до 

класичного при наближенні параметра мікронеоднорідності до нуля:  

 

        
   2

2 2 2 2

y sin x xy cos xP 2xy
u ImB 2exp y

4 G x y x y

   
      

   
 (8.16) 

        
  

       
  

n 2n 1 n 2n

n 0 n 1

1 1 cos 2n 1 1 1 sin 2nP

4 G 2n 1 2n 1 ! 2n 2n !


 

 

            
  

    
  ; 

Рисунок 8.12 – Функції Гріна решітки 

Лагранжа для дискретної моделі і 

різних неперервних наближень 
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        
   22

2 2 2 2

y cos x xysin xP 2y
v ReB 1 2exp y

4 G x y x y

   
      

   
 (8.17) 

        
  

       
  

n 2n 1 n 2n

n 0 n 1

1 1 sin 2n 1 1 1 cos 2nP

4 G 2n 1 2n 1 ! 2n 2n !


 

 

            
  

    
  , 

де      B 1 1 Ci ln           ,  Ci   – інтегральний косинус [47].  

 

На рис. 8.13 надано порівняння розв’язків задачі Фламана для  u x,0  і  v x,0  

з розв’язками (8.16), (8.17) при різних значеннях параметра мікронеоднорідності. 

   

Рисунок 8.13 – Порівняння розв’язків задачі Фламана для  u x,0 ,  v x,0  з 

розв’язками (8.16), (8.17) при різних значеннях параметра мікронеоднорідності   
 

Поведінка розв’язків (8.16), (8.17) на нескінченності збігається з 

поведінкою розв’язків задачі Фламана. Отримані формули мають більш простий 

вигляд порівняно зі знайденими за градієнтною теорією пружності. 

 

8.5. Континуальні моделі дискретного рівняння Ферхюльста [21] 

 

Мета дослідження акцентована на континуалізації різницевого рівняння 

таким чином, щоб отримане звичайне диференціальне рівняння мало хаотичний 

розв’язок. Запропонований підхід проілюстровано на прикладі логістичного 

рівняння [81, 82]. 

Різницеве рівняння  n 1 n n nx x Rx 1 x     після введення неперервної 

координати і розкладення в ряд Маклорена зводиться до диференціального 

рівняння 3-го порядку, яке описує повністю детерміновані траєкторії. 

a)  u x,0  б)  v x,0  
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Перетворення різницевого рівняння після заміни змінних і розкладення в 

ряд Маклорена на звичайне диференціальне рівняння 5-го порядку  

 

 
2 2 3 3 4 4

2 3 4

d h d h d h d h d
h 1 y Ry(1 y)

dt 2 dt 6 dt 24 dt 120 dt

 
       

 
.  (8.18) 

 

теж приводить до детермінованих траєкторій. 

Оскільки стандартна континуалізація, заснована на рядах Маклорена, 

очікувано не забезпечує бажаного результату, було розроблено процедуру 

континуалізації, засновану на перебудові диференціального оператора у 

квадратних дужках виразу (8.18) в діагональну АП [2/2]: 

 

 

2
2

2 2 3 3 4 4 2

22 3 4
2

2

d d
h 6h 60

h d h d h d h d 1 dt dt1
d d2 dt 6 dt 24 dt 120 dt 3

h 8h 20
dt dt

 
    

 

; (8.19) 

     
3 2

3 2

3 2

d y d y dy
h 3h 2 R 1 2y 12h 5 2R

dt dt dt
        (8.20) 

 
2

2dy dy
48hRy 6Rh 60Ry y 1 0

dt dt

 
     

 
. 

 

Початкові умови для рівняння (8.20) мають вигляд: 

 

 при t 0 : y   ; 
 R 1dy

dt h

  
  ; 

     22

2 2

R 1 1 1 Rd y

dt h

       
 .  (8.21) 

 

8.6. Хаос у неперервній моделі: чисельний аналіз [18] 

 

Чисельне інтегрування задачі Коші (8.20), (8.21) виконувалося методом 

Адамса – Башфорта – Моултона (метод предиктора-коректора). Отримані 

результати можна розділити на три групи, що описують: періодичні коливання; 

періодичні коливання із субгармоніками; хаотичні коливання. 

1) При 2,5 R 2,88   в системі відбуваються періодичні коливання. На 

рис. 8.14 показано, що чисельний розв’язок задачі Коші (8.20), (8.21) при R 2,86  
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описує періодичні коливання. На рис. 8.15 показані фазова траєкторія та переріз 

Пуанкаре. Траєкторії у тривимірному просторі зображені на рис. 8.16. На 

рис. 8.17 проілюстровано, що незначна зміна початкових умов для функції y  

призводить до незначної зміни розв’язку. 

 
Рисунок 8.14 – Чисельний розв’язок задачі Коші (8.20), (8.21) при R 2,86 : 

періодичні коливання 

 

                 

 

 
Рисунок 8.17 – Чисельний розв’язок задачі (8.20), (8.21) при R 2,86 : незначна 

зміна початкових умов для функції y  призводить до незначної зміни розв’язку 

 

Рисунок 8.15 – R 2,86 : фазова 

траєкторія, перетин Пуанкаре 

Рисунок 8.16 – R 2,86 : траєкторії  

у тривимірному просторі 
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2) При 2,88 R 3,0   в періодичному розв’язку вже виникають 

субгармоніки; при незначних змінах початкових умов для функції y  характер 

коливань системи не зазнає істотних змін (рис. 8.18-8.21). 

 
Рисунок 8.18 – Чисельний розв’язок задачі Коші (8.20), (8.21) при R 3,0 : 

поява субгармонік у періодичних коливаннях 

 

                
Рисунок 8.19 – R 3,0 : фазова 

траєкторія, перетин Пуанкаре 

Рисунок 8.20 – R 3,0 : траєкторії  

у тривимірному просторі 

 

 
Рисунок 8.21 – Чисельний розв’язок задачі Коші (8.20), (8.21) при R 3,0 : 

при незначній зміні початкових умов характер коливань не зазнає суттєвих змін 
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3) При R 3,0  система стає хаотичною; незначні зміни початкових умов 

призводять до суттєвих змін характеру її коливань (рис. 8.22-8.25). У той самий 

час структура фазових траєкторій, якщо виключити точки, які відповідають 

початковому режиму встановлення коливань, не залежить від початкових умов 

(рис. 8.26, 8.27). 

 

Рисунок 8.22 – Хаотичні коливання при R 3,1   

 

                  
Рисунок 8.23 – R 3,1 : фазова 

траєкторія, перетин Пуанкаре 

Рисунок 8.24 – R 3,1 : траєкторії  

у тривимірному просторі 

 

 

Рисунок 8.25 – Чисельний розв’язок задачі Коші (8.20), (8.21) при R 3,1 :  

незначна зміна початкових умов призводить до суттєвої зміни коливань 
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Рисунок 8.26 – Плоский фазовий 

портрет при R 3,1  

Рисунок 8.27 – 3D фазовий  

портрет при R 3,1  

 

Для коректної характеристики динаміки та підтвердження хаотичної 

поведінки системи були розраховані для різних значень R  експоненти Ляпунова 

та розмірності Ляпунова. Оскільки всі показники Ляпунова при R 3,0  від’ємні 

(рис. 8.28), система не хаотична. При R 3,05  найбільший показник Ляпунова 

стає додатним (рис. 8.29), що свідчить про появу хаосу в системі.  

     
 

Рисунок 8.28 – Динаміка експонент 

Ляпунова при R 3,0 : не хаотична 

система 

Рисунок 8.29 – Динаміка експонент 

Ляпунова при R 3,05 : хаотична 

система 
 

Розраховані значення показників Ляпунова LD  підтверджують зроблені 

висновки про відсутність чи наявності хаосу у системі. Для R 3,05  і R 3,1  

отримуємо значення розмірностей Ляпунова: L
R 3,05

D 2,0102


 ; L
R 3,1

D 2,0316


 , 

які відповідають хаотичній системі третього порядку.  
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ВИСНОВКИ 

 

За багатовікову історію свого існування механіка композитів розвивалася 

в різних напрямках і з різними пріоритетами. 

За класифікацією J. R. Willis [83], численні методи механіки композитів 

можна розділити на чотири визначальні категорії: асимптотичні, самоузгоджені, 

варіаційні методи і методи моделювання. 

За наведеною в книзі [84] класифікацією, в механіці композитів умовно 

можна виділити чотири основні напрямки досліджень – теорії композиційних 

матеріалів: математичну, фізичну, обчислювальну й асимптотичну. Між ними 

немає чіткої межі: вони не є конкуруючими й тим більш взаємовиключними 

підходами, кожен має свої сильні сторони та специфічні сфери застосування, а 

тому й розглядати їх слід у нерозривній єдності – взаємодоповнюючими, що 

дадуть можливість всебічно описати об’єкт дослідження з різних точок зору. 

Математичні теорії композитних матеріалів [26, 85-96] дають можливість 

строгого математичного обґрунтування використовуваних методів, алгоритмів і 

розрахункових схем. Фізичні теорії [97-110] націлені, в першу чергу, на фізичну 

суть процесів, що відбуваються, дозволяють глибше зрозуміти її та оцінити 

адекватність відповідного математичного апарату, що застосовується для опису 

цих процесів. Обчислювальні теорії [32, 37, 54, 111-119] композитних матеріалів 

повсюдно використовуються як в інженерних розрахунках, так і при проведенні 

наукових досліджень фундаментального і прикладного характеру. 

У сучасній світовій науці широкої популярності набули фундаментальні 

наукові досягнення в дослідженні композитних матеріалів представників 

української школи механіків [85, 88-97, 99-108, 111-116, 118-164]. Протягом 

1993–2003 років в Інституті механіки ім. С. П. Тимошенко Національної академії 

наук України, очолюваному на той час професором, академіком НАН України 

О. М. Гузем, вийшла у світ колективна монографія в 12 томах «Механіка 

композитів» [85], в якій узагальнені результати фундаментальних і прикладних 

досліджень співробітників інституту. У цій багатогранній праці, що не має 

аналогів у світовій науковій літературі, знайшли відображення результати 
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вивчення, розробки й розв’язку широкого спектру фундаментальних та 

прикладних науково-дослідних проблем механіки композитних матеріалів, 

розроблено методи прогнозування їх фізико-механічних властивостей у 

залежності від умов експлуатаційного режиму роботи та конструкційних 

особливостей використання. 

Серед найбільш значимих праць у галузі механіки композитів, 

опублікованих уже в 21 столітті, книги українських учених [122, 165-175].  

У жовтні 2023 року міжнародним науковим видавництвом «Springer» було 

опубліковано колективну монографію «Advances in Mechanics: Current Research 

Results of the NAS of Ukraine» («Досягнення механіки: результати сучасних 

досліджень НАН України») [176]. Книга присвячена 145-річчю від дня народження 

всесвітньо відомого українського вченого в галузі механіки С. П. Тимошенка і 

стала 191-м томом книжкової серії «Advanced Structured Materials».  

У виданні висвітлені дослідження вітчизняних науковців за сучасними 

напрямами механіки твердого тіла, і зокрема в галузі механіки композитних 

матеріалів. За словами одного з редакторів і авторів монографії, віце-президента 

НАН України, академіка В. Л. Богданова, монографія є унікальним виданням; це 

перша опублікована у відомому іноземному видавництві книга, повністю 

присвячена стану досліджень у Національній академії наук України саме в 

науковій галузі механіки. Книга широко представляє роботи українських 

учених-механіків у світовому інформаційному просторі, що надзвичайно 

важливо у нинішній важкий як для нашої науки, так і для нашої країни час [177]. 

Трендом сучасного напрямку досліджень – у вік інформатизації та 

цифрових технологій – є використання засобів комп’ютерних технологій: 

математичних пакетів і чисельних методів аналізу. Однак, на наше переконання, 

якісний прорив у чисельних дослідженнях, пов’язаний із появою потужних ПК і 

новітнього програмного забезпечення, не тільки не применшує, а навпаки, надає 

значущості в науці асимптотичному підходу.  

Коректно побудовані асимптотики дають можливість отримати 

структуровану, втілену в аналітичних співвідношеннях, інформацію про 

властивості досліджуваного об’єкта – чого важко очікувати від чисельних 

алгоритмів. Якщо аналітичні формули описують ту чи іншу характеристику 
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досліджуваного об’єкта або процесу – то асимптотичні дозволяють виділити їх 

найбільш загальні закономірності та істотні складові, які при незначному збуренні 

системи призводять до значущих варіацій в розв’язках, тобто, іншими словами, 

допомагають зрозуміти фізичну сутність явищ. На необхідність використання 

асимптотичної інформації при розробці обчислювальних або експериментальних 

схем вказував D. G. Crighton [178], підкреслюючи, що без такої інформації не 

представляється можливим ідентифікувати критичні параметри даних процесів.      

Асимптотичні методи [23, 25, 26, 33, 34, 50, 58, 84, 120, 124, 132, 148, 150, 

151, 179-182] ефективно працюють в області граничних значень структурних і 

фізичних параметрів композитів – саме там, де застосування обчислювальних 

схем є проблематичним. Більш того, як показує досвід, часто асимптотичні 

розв’язки чисельно працюють далеко за межами їх номінального діапазону 

застосовності [178]. Ще важливіше, що вони можуть трактуватися як перші 

наближення деяких асимптотичних процесів, що дозволяє в рамках єдиного 

підходу будувати наступні наближення, які уточнюють відповідні розв’язки [23, 

50, 84, 180].  

У цьому зв’язку безумовно представляється актуальним дослідження щодо 

побудови асимптотичних моделей і розробки адекватних методів їх 

математичного опису – тим більше у світлі сучасних тенденцій створення й 

повсюдного застосування в будівельній механіці нових композиційних 

матеріалів, «розумних» композитів із заданими властивостями та прогнозованою 

поведінкою в умовах експлуатації [109]. 

Дисертація є завершеною науковою працею, в якій досліджено важливу 

науково-прикладну проблему: побудовані й обґрунтовані на фізичному рівні 

асимптотичні моделі для аналізу макроскопічних властивостей композитних 

матеріалів різної структури, розроблено строгий математичний апарат їх опису, 

знайдені аналітичні розв’язки задач будівельної механіки в області граничних 

значень фізичних і геометричних параметрів композитів, надана асимптотична й 

чисельна оцінка їх точності, здійснено дослідження області застосовності, 

проведено якісний та кількісний аналіз достовірності одержаних результатів.  

Узагальнені висновки за результатами проведеного дослідження можуть бути 

сформульовані таким чином: 
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1) Проведено узагальнення трифазної моделі композиту з урахуванням 

форми включення. 

1.1) Для композитів з циліндричними включеннями круглого профілю на 

основі ТФМ знайдено в двочленному наближенні МЗФМ аналітичний розв’язок, 

який при доперколяціонних значеннях розміру включення a  дозволяє 

побудувати єдиний універсальний вираз ефективної провідності композитного 

матеріалу для всього діапазону розмірів включень аж до порога протікання. 

1.2) Для композитного матеріалу, армованого циліндричними волокнами 

квадратного профілю, знайдені аналітичні й асимптотичні розв’язки, які добре 

погоджуються між собою та з відомими результатами інших авторів – чисельними 

розв’язками, експериментальними даними, аналітичними співвідношеннями й 

асимптотичним розкладеннями. Доведено обґрунтованість, достовірність й 

точність отриманих результатів та їх відповідність фізичній природі задачі в 

усьому діапазоні зміни геометричного розміру включень a  та їх фізичної 

характеристики  , включаючи граничні випадки a 0, a 1   і 0,  . 

2) Отримані асимптотичні наближення трифазної моделі композиту, що 

розширюють її область застосування. 

2.1) Перебудова в АП розв’язків, знайдених на основі природної фізичної 

моделі – ТФМ, дозволяє не тільки принципово розширити кількісні межі 

застосування останньої, а й якісно описати фізичний процес, що відбувається в 

композиті при великих розмірах включень 1a   гранично великої провідності 

 : перколяційний перехід та утворення нескінченного кластеру. Такий 

результат можна трактувати як ефективне поєднання обраної фізичної моделі 

композиту та адекватно використаного математичного апарату АП. 

2.2) Розроблено модифікований алгоритм ТФМ, суть якого полягає в 

апроксимації належним чином характерного геометричного параметра комірки. 

Ефективний коефіцієнт визначається з трансцендентного рівняння, наявність в 

якому природного малого параметра дає можливість коректно виконати всі граничні 

переходи. Асимптотичний і детальний чисельний аналіз ТФММ підтвердив 

адекватність моделі при всіх значеннях фізико-геометричних характеристик 
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композита, включаючи асимптотичні співвідношення в граничних випадках. 

3) Знайдено асимптотичні розв’язки для високопровідних щільно 

упакованих композитів на основі ТЗМ. 

3.1) Для волокнистих композитів із включеннями квадратного профілю 

отримано асимптотичне співвідношення, що характеризує стан ефективного 

гомогенного середовища при близьких до гранично великих значеннях розмірів 

включень та їх провідності. Достовірність результатів підтверджується 

порівнянням в окремих випадках з відомими асимптотичними розкладеннями. 

3.2) ТЗМ застосовано при розв’язання локальної задачі для композитів із 

круглими циліндричними включеннями. Знайдені асимптотичні розв’язки 

коректно описують ефективний параметр при близьких до гранично великих 

значеннях геометричного і фізичного параметрів структури, що підтверджується 

збігом головного члена асимптотики з відомим асимптотичним виразом. 

Проведено узагальнення розв’язку на випадок великих розмірів включень малої 

провідності та для практично непровідних включень.   

3.3) Розроблено модель ТЗМ для композитів із криволінійними 

ромбічними включеннями. Отримано різні асимптотики за геометричним і 

фізичним параметрами композиту: великі  0 a 1   абсолютно провідні 

   включення; включення гранично великого розміру  a 1  великої, але 

скінченої провідності  1    ; великі  0 a 1   непровідні  0   

включення; включення гранично великих геометричних розмірів  a 1  низької 

провідності  0 1   .  

3.4) Для гексагональної решітки отримано головний член та першу поправку 

асимптотичного розкладення ефективного параметра для ідеально провідних 

включень при наближенні їх розміру до максимального. Показано, що головний 

член асимптотики співпадає з відомою асимптотичною формулою. Аналіз 

чисельного порівняння знайденого розв’язку з відомими в окремих випадках 

результатами інших авторів підтвердив високу точність апроксимації моделі. 

3.5) Для композита гексагональної структури отримано вираз ефективного 

параметра у разі ідеально провідних включень середніх розмірів a 1 3 . 
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Перебудова належним чином цього розв’язку в АП дозволила отримати коректні 

результати для будь-яких розмірів включень 1a0   і асимптотику при 1a  , 

головний член якої співпадає з відомим результатом. Знайдені співвідношення 

верхньої та нижньої оцінки асимптотики приведеного параметра, «вилка» між 

якими вужча за межі Хашина – Штрікмана і не перевищує 3% при будь-яких 

значеннях розміру включень.  

3.6) Досліджені власні коливання прямокутної композитної мембрани з 

гексагональним масивом круглих включень. В аналітичному вигляді знайдені 

перші поправки власних форм і власних частот коливань. Визначені умови, за 

яких буде отримана ненульова перша поправку власної частоти. 

3.7) За перетворенням Лапласа та методом асимптотичної гомогенізації 

досліджено нестаціонарну теплопровідність у волокнистих композитах 

гексагональної структури. При розв’язку локальної задачі із застосуванням ТЗМ 

гексагональна форма елементарної комірки апроксимується введенням функції 

змінної координати. Розглянуто задачу для скінченної області. Досліджено випадок 

охолодження прямокутної композитної структури за законом охолодження Ньютона. 

4) З використанням апарату асимптотично еквівалентних функцій 

проведено дослідження граничних станів композитних структур. 

4.1) Для композитної структури з періодично розташованими циліндричними 

включеннями квадратного профілю шляхом зрощування асимптотичних 

співвідношень за розміром включень та за їх провідністю побудовано єдиний 

аналітичний вираз приведеного параметра теплопровідності, правомірний у 

всьому діапазоні зміни геометричної та фізичної характеристик композиту, 

включаючи їх граничні значення. Визначені області, в яких основний внесок у 

вираз приведеного коефіцієнта вносять відповідні асимптотичні співвідношення. 

4.2) На основі методу несиметричного пилкоподібного перетворення 

аргументу розроблено й обґрунтовано математичний апарат для опису 

локальних та дискретно змінюваних властивостей композиту. Побудовано 

модель композиту з круглими включеннями, що торкаються по тонкому 

інтерфейсу на межі розділу фаз, та отримано асимптотичний вираз ефективного 
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параметра у випадку ідеальної провідності включень. Показано, що застосування 

математичного апарату  -перетворення й асимптотично еквівалентних функцій 

дозволяє: з математичної точки зору – врахувати локальні ефекти на межі розділу 

фаз композиту, які неможливо описати безпосередньо в рамках теорії 

осереднення; з фізичної точки зору – значно розширити клас структур композитів, 

які можуть бути досліджені в рамках єдиного запропонованого підходу.  

4.3) На основі техніки  -перетворення і методу асимптотично еквівалентних 

функцій побудовано фізичну модель та знайдено математичні співвідношення, що 

описують контакт непровідних круглих включень з інтерфейсом на межі розділу 

фаз композиту. Отримано асимптотичне співвідношення для ефективного 

коефіцієнта композиту, яке є інверсією виразу для абсолютно провідних 

включень. Знайдені розв’язки алгебраїчно точно задовольняють теорему 

Келлера, тим самим підтверджуючи фізичну адекватність моделей. 

4.4) Шляхом перевизначення перетвореного виразу ТЗМ у термінах 

  - функції, з використанням теореми Келлера і методу асимптотично 

еквівалентних функцій знайдено асимптотичні співвідношення для композитів з 

ідеально провідними криволінійними ромбічними включеннями за наявності 

інтерфейсу на межі розділу фаз. Розроблений підхід узагальнено на випадок 

непровідних криволінійних ромбічних включень з інтерфейсом.  

4.5) Для гексагонального масиву круглих включень, що торкаються по 

тонкому міжфазному інтерфейсу, побудовано модель композиту, яка математично 

описується аналітичними співвідношеннями методів пилкоподібного перетворення 

аргументу й асимптотично еквівалентних функцій. Знайдено асимптотичний вираз 

ефективного параметра композиту для абсолютно провідних включень з 

інтерфейсом, головний член якого співпадає з відомою асимптотичною формулою.    

4.6) Отримано асимптотичний розв’язок і здійснено асимптотичну оцінку 

ефективної провідності гексагонального масиву низько- та непровідних круглих 

включень великих розмірів за наявності інтерфейсу на межі розділу фаз. 

Показано, що знайдені асимптотичні співвідношення для абсолютно провідних і 

непровідних включень задовольняють теорему Келлера. 
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5) Проведено аналіз умов контакту «матриця – включення» в 

композитних структурах. 

5.1) Розглянуто фізичний зміст і надано математичний опис різних 

структурних моделей двофазних волокнистих композитів за умовами контакту 

«матриця – включення».  

5.2) Визначені асимптотичні наближення в моделях двофазних 

волокнистих композитів: понять «матриця» і «включення»; ідеалізації 

провідності включень як то «абсолютно провідні» і «непровідні».  

Проаналізовано поняття фізичної еквівалентності композитних структур та 

наведено співвідношення зв’язку для їх ефективних параметрів.  

5.3) Класифіковано асимптотичні вирази ефективних параметрів композитів 

різної структури за умовами контакту на межі розділу фаз: по матеріалу матриці; 

по матеріалу включень; при наявності інтерфейсу – тонкого прошарку із середнім 

значенням провідностей матриці та включень. Показано, що для представлених 

моделей композитів виконується співвідношення Дихне для «додаткових систем». 

6) Побудовані вищі наближення формули Максвелла. 

6.1) Розроблено двофазну модель волокнистого композиту з малими 

включеннями квадратного профілю. Математичний опис моделі здійснюється за 

допомогою теорії осереднення з подальшим застосуванням асимптотичних 

спрощень МЗФМ і альтернуючого МШ. 

6.2) На основі ДФМ знайдено розв’язок задачі МШ для композиту з 

квадратними циліндричними включеннями малого розміру. На підставі 

чисельних оцінок визначено область застосування розв’язку за МШ і 

запропоновано критерій того, яке включення практично можна вважати «малим». 

6.3) Побудовані ітерації вищих порядків МШ розв’язку задачі в рамках 

ДФМ для квадратних включень. Аналітично доведено, що головний член 

асимптотичного розкладення ефективного параметра для малих розмірів 

включень представляє собою ФМ. Ефективність ДФМ обумовлена тим, що на 

відміну від ФМ, яка отримана без урахування форми включень і визначає 

ефективну провідність лише за їх концентрацією, в ДФМ ураховано форму саме 
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включень квадратного профілю, що складають просту квадратну решітку.  

6.4) Побудовані вищі наближення ФМ для волокнистих композитів із 

круглими включеннями. За узагальненою N -ітераційною процедурою МШ 

отримано вираз приведеного коефіцієнта теплопровідності, який асимптотично, 

з точністю до членів порядку 14a  включно, задовольняє теорему Келлера.  

6.5) Здійснено асимптотичний аналіз розв’язку за N-ітераційною 

процедурою МШ і оцінку меж його застосування. Доведено, що головна частина 

асимптотичного розкладення ефективного параметра при малих розмірах 

включень a 1  співпадає з ФМ; перша ненульова поправка ФМ має порядок 

10a ,  що якісно збігається з відомим результатом для непровідних порожнин. 

Показано, що N-ітераційну поправку слід ураховувати для композитів з 

великими включеннями  a 0  великої  1   або малої  1   провідності: вона 

вносить істотний вклад в ефективну провідність структури у порівнянні з ФМ. 

6.6) Уточнено ФМ на основі техніки АП. При перебудові N- ітераційного 

розв’язку за МШ визначаються «пряма» і «зворотна» складові – АП за розміром 

включень a , які потім зрощуються в триточкову АП за їх провідністю  . 

Порівняння результатів розрахунків з даними інших авторів показало, що 

аналітичний вираз осередненого коефіцієнта по методу ШВ-П має значно ширшу 

область застосування: працює з достатньою для практичних цілей точністю для 

включень будь-якої провідності  0 ,     при їх розмірах 0 a 0,996  . 

6.7) Здійснено асимптотичне осереднення вищого порядку для 

динамічних задач: системи з неперервними параметрами; з періодично 

сконцентрованими дискретними елементами; для 1D кусково-неперервної 

системи. Точність одержаних наближень оцінена числовим моделюванням. 

Проведено порівняння чисельного й асимптотичного розв’язків для випадку 

високої контрастності; точного, гомогенізованого і високочастотного 

асимптотичного розв’язків у разі низької контрастності та хвиль різної довжини.  

7) Обґрунтовано застосування техніки негладкого пилкоподібного 

перетворення аргументу до розв’язку задач механіки періодичної структури. 

7.1) Визначено поняття несиметричного пилкоподібного перетворення 
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аргументу. Сформульовано основні властивості  -функції та її похідної. 

Знайдено співвідношення для перетворення неперервної 4a -періодичної функції 

на функцію пилкоподібного аргументу. 

7.2) В термінах τ -перетворення представлені математичні 

співвідношення періодичної задачі теорії пружності для двофазного шаруватого 

композита. Надано вирази крайових задач на періоді композитної структури, 

компонентів напружено-деформованого стану, умов самоурівноваженості 

масових сил та виключення з періодичного розв’язку середньої складової. Знайдені 

асимптотичні співвідношення в граничних випадках жорсткісних та геометричних 

характеристик фаз композиту. 

7.3) Досліджено нелінійний осцилятор при параметричному імпульсному 

збудженні. Для знаходження періодичних розв’язків осцилятора Дюффінга 

використано техніку негладкого пилкоподібного перетворення аргументу в 

загальному випадку:  t ,    , де параметр   характеризує нахил «пили». 

Показано, що запропонований підхід приводить до розв’язку в області 1 1     

крайової задачі, яка не містить сингулярних функцій.   

7.4) Побудовано асимптотичний розв’язок задачі для компонентів 

  - перетворення за часом у вигляді рядів за степенями малого параметра  . У 

випадку симетричного  -перетворення знайдено точний розв’язок задачі в 

термінах спеціальних функцій Якобі. Проведено порівняння точного та 

асимптотичного розв’язків, яке підтвердило їх хорошу відповідність. 

8) Досліджені моделі континуальної апроксимації дискретних систем. 

8.1) Проведено чисельний аналіз моделей континуальної апроксимації 1D 

лінійних хвильових процесів. Розглянуто класичну континуальну модель, 

проміжну континуальну модель, квазіконтинуальну модель, уточнену 

квазіконтинуальну модель. Проведений для цих моделей порівняльний аналіз 

швидкості поширення хвиль показав, що найбільш точно апроксимує дискретне 

середовище уточнене квазіконтинуальне наближення, перевага якого проявляється, 

коли треба описати вищі форми коливань дискретного скінченного ланцюжка.    

8.2) Проаналізовано перехід від дискретного до неперервного середовища: 
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вплив зміни симетрії на асимптотичну поведінку хвиль. Для дискретної моделі – 

решітки Лагранжа досліджено різні неперервні наближення й показано хорошу 

відповідність хвильового руху дискретної решітки та її континуальної апроксимації 

за моделлю, побудованою на основі АП. Порівняння фазової та групової швидкостей 

показало практичний збіг результатів для дискретної і неперервної моделей.  

8.3)  Розглянуто задачу апроксимації функції Гріна ланцюжка Лагранжа 

неперервними аналогами. Показано, що використання неперервних рівнянь на 

основі двоточкових АП дозволяє отримати аналітичні вирази функцій Гріна й 

коректно описати особливості розв’язку дискретних задач неперервними функціями. 

8.4) Досліджено проблему особливостей, що виникають у класичній теорії 

пружності при дії зосереджених навантажень. Показано, що існує альтернативна 

можливість регуляризації розв’язку: заміна  -функції Дірака інтерполяційною 

функцією Уіттакера – Шеннона – Котельникова. При цьому достатньо використовувати 

лише один додатковий параметр, що характеризує мікрогетерогенність середовища. 

Розглянуто аналог задачі Фламана. Знайдений розв’язок не має особливостей і 

наближається до класичного при наближенні параметра мікронеоднорідності до нуля.  

8.5) Побудовано континуальну модель дискретного рівняння Ферхюльста. 

Показано, що диференціальне рівняння при стандартній континуалізації, 

заснованій на рядах Маклорена, визначає детерміновані траєкторії і не має 

хаотичного розв’язку. Розроблено процедуру континуалізації, засновану на 

перетворенні диференціального оператора шляхом перебудови в діагональну АП. 

8.6) Доведено наявність хаосу в неперервній моделі. Для коректної 

характеристики динаміки та підтвердження хаотичної поведінки системи 

проведено чисельний аналіз, який включав: чисельний розв’язок задачі Коші для 

континуалізованого перебудовою в АП звичайного диференціального рівняння 

та належним чином складених початкових умов; аналіз характеру коливань при 

незначній зміні початкових умов; побудову фазової траєкторії, перетину 

Пуанкаре і траєкторій у 3D просторі; розрахунок експонент Ляпунова та 

розмірностей Ляпунова. Визначені значення параметра R  неперервної моделі, за 

яких має місце відповідна динаміка: періодичні коливання; періодичні 

коливання із субгармоніками; хаотичні коливання. 
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м. Дніпродзержинськ – м. Донецьк – м. Слов’янськ, Україна, 25 – 27 червня 

2001 р.). 

22. 9-й Польсько-Український семінар (м. Дніпропетровськ, Україна, 

27 червня – 1 липня  2001 р.). 

23. Перша всеукраїнська науково-практична конференція «Україна 

наукова '2001». Технічні науки (м. Дніпропетровськ – м. Дніпродзержинськ – 

м. Суми, Україна, 5–7 листопада 2001 р.). 

24. Друга всеукраїнська науково-практична конференція «Україна 

наукова '2002». Фізико-математичні та технічні науки (м. Дніпропетровськ – 

м. Черкаси – м. Львів, Україна, 10–24 травня 2002 р.). 

25. XII Міжнародна конференція з механіки композитних матеріалів 

(м. Рига, Латвія, 9–13 червня 2002 р.). 

26. 10-й Польсько-Український семінар (м. Варшава, Польща, червень 
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2002 р.). 

27. Міжнародна конференція «Легковагі конструкції в цивільному 

будівництві» (м. Варшава, Польща, 24–28 вересня 2002 р.). 

28. Міжнародна науково-практична конференція «Динаміка наукових 

досліджень». Архітектура. Механіка. (м. Дніпропетровськ – 

м. Дніпродзержинськ – м. Харків, Україна, 28 жовтня – 4 листопада 2002 р.). 

29. Третя всеукраїнська наукова конференція «Математичні проблеми 

технічної механіки» (м. Дніпродзержинськ, Україна, 20–23 квітня 2003 р.). 

30. Міжнародна науково-практична конференція «Україна наукова 

'2003». Технічні науки. Математика (м. Дніпропетровськ – м. Запоріжжя, 

Україна, 16 – 20 червня 2003 р.). 

31. XI Українсько-польський семінар (м. Дніпропетровськ, Україна, 

23 – 27 червня 2003 р.). 

32. II Міжнародна конференція з інженерної реології (м. Зелена Гора, 

Польща, 24–27 серпня 2003 р.). 

33. VIII Міжнародна науково-практична конференція «Динаміка 

наукових досліджень '2005». Технічні науки (м. Дніпропетровськ, Україна, 20–

30 червня 2005 р.). 

34. XV Міжнародна конференція з механіки композитних матеріалів 

(м. Рига, Латвія, 26 – 30 травня 2008 р.). 

35. X Міжнародна конференція з динамічних систем (м. Лодзь, Польща, 

7 – 10 грудня 2009 р.). 

36. Міжнародна науково-технічна конференція «Міцність матеріалів та 

елементів конструкцій», присвячена 100-літтю з дня народження академіка НАН 

України Г. С. Писаренка (м. Київ, Україна, 28–30 вересня 2010 р.). 

37. VІІІ Європейська конференція з нелінійної динаміки (м. Відень, 

Австрія, 6–11 липня, 2014 р.). 

38. XIII Міжнародна конференція «Динамічні системи – теорія та 

прикладання» (DSTA) (м. Лодзь, Польща, 7–10 грудня 2015 р.). 

39. 13-й Онлайн-конгрес Міжнародного товариства аналізу, його 
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застосування та обчислення (ISSAC) «Конструктивні методи в теорії 

композитних і пористих середовищ» (м. Гент, Бельгія, 2–6 серпня 2021 р.). 

40. Колоквіум Євромех (EUROMECH Colloquium) 626 «Механіка 

висококонтрастних еластичних композитів (м. Кіль, Велика Британія, 6–8 

вересня 2021 р.). 

41. 16-а Міжнародна конференція «Динамічні системи – теорія та 

прикладання» (DSTA) (м. Лодзь, Польща, 6–9 грудня 2021 р.). 

42. Міжнародна науково-технічна та навчально-методична конференція 

«Енергетичний менеджмент: стан та перспективи розвитку – PEMS’2022» 

(м. Київ, Україна, 15-17 листопада 2022 р.). 

43. Всеукраїнська науково-практична конференція «Проблеми надійності 

та міцності машин і споруд» (м. Харків, Україна, 11-12 травня 2023 р.). 
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ДОДАТОК В  

ВІДОМОСТІ ПРО НАУКОВУ ДОПОВІДЬ ЗА РЕЗУЛЬТАТАМИ 

ДИСЕРТАЦІЇ НА СЕМІНАРІ «MATERIALICA+ RESEARCH GROUP» 

(ПОЛЬЩА) 
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ДОДАТОК Г 

ВІДОМОСТІ ПРО ВИКОРИСТАННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ ДИСЕРТАЦІЇ  

У ПРОЕКТІ НАЦІОНАЛЬНОГО НАУКОВОГО ЦЕНТРУ ПОЛЬЩІ 
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ДОДАТОК Д  

ДОВІДКА ПРО ПРАКТИЧНЕ ВПРОВАДЖЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ 

ДИСЕРТАЦІЇ В НАУКОВО-ДОСЛІДНОМУ ІНСТИТУТІ ГІРНИЧИХ 

ПРОБЛЕМ АКАДЕМІЇ ІНЖЕНЕРНИХ НАУК УКРАЇНИ 
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